
第0章  绪论



0.1  工程力学的任务与内容

• 工程力学的研究对象：各种工程结构的力学模型
在力作用下表现出来的行为与结果

• 打桩时，桩杆在锤击力和地下阻力之间的作用



• 球员踢球时足球的运动

• 粉笔在受到拉力作用后被拉断

• 房梁受到楼板作用而发生弯曲



• 两个方面的行为与结果：

• 1.结构受到力作用后所表现的整体的运动与平衡
效应，称为力对物体的外效应

     外效应可能使物体发生整体运动（平衡）

     足球在受到球员脚踢之后，飞出去的过程，
就是外效应的实例



• 2.结构受到力作用后所
产生的变形以及由变形
而引起的内部应力、应
变等力学量变化，称为
力对物体的內效应

     内效应可能使物体
破坏或失效

     足球在球员的脚接
触的时间内，会发生变
形（压缩、恢复两个阶
段）



• 定义：工程力学是研究物体在力作用下所产生的
效应（外效应和内效应）的一般规律的学科

• 实际工程问题中，力的内效应和外效应是联在一
起的（称为耦合），使得工程力学问题变得复杂

• 刚体：从实际固体中抽象出来的力学模型，即认
为在外力作用下不发生变形的物体

• 刚体是一个理想的物体“模型”，在实际中并不
真正存在



• 利用刚体概念，可以实现力的效应的解耦

• 工程力学的两个基本模块：

• 1.仅考虑物体在力作用下的外效应，而暂时忽略
其内效应—刚体（理论）力学模块

• 2.考虑物体在力作用下的内效应，而暂时忽略其
外效应—变形体（材料）力学模块



• 刚体力学模块
• 研究物体（刚体）的机械运动及其规律

• 包含3部分：

• 1.静力学：研究刚体平衡时刚体上所受到的力
（主动力和约束力）之间所需满足的关系（平
衡方程）

• 静力学的平衡方程可以解决结构内部之间、结
构与外界的约束力



• 运动学：从数学角度研究刚体运动时所满足的几
何规律

• 运动学可以解决有关机械运动的问题，如齿轮的
传动、各种机构的运动等

• 动力学：在静力学和运动学的基础上，研究刚体
所受到的力与运动之间的关系

• 静力学研究所涉及的物体处于平衡状态，而工程
实际中绝大多数的物体都是处于运动之中的，需
要采用动力学方法研究其运动与受到的力之间的
关系







变形体模块

• 变形体（材料力学）模块，主要研究物体受力作
用下的内效应

• 涉及到物体受到外界力（外力）作用，而产生的
物体变形，以及由此变形引起的内力、应力、应
变等

• 物体的变形、应力、应变等都将导致物体不能安
全、正常地工作



安全工作条件：

• 强度—构件具有足够的抵抗破坏的能力，即结构
在工作时不发生断裂、不可恢复的变形等破坏、
失效形式

• 强度保证了构件工作的基本安全

• 一些构件受力并达到一定程度后，构件将发生断
裂，称为断裂破坏

• 另外一些构件在受力达到一定程度后，将产生某
种变形，而这种变形将永久地存在，不会随着外
力的消失而消失，称为塑性失效

• 构件的强度要求构件不能发生断裂破坏，也不能
产生塑性失效



减速器行星架断裂

传动轴断裂



• 刚度—构件具有的受到载荷作用后不发生过大的
弹性变形的能力

• 构件在受到外力作用后都将发生一定的变形，这
种变形将随着载荷的消失而消失，称为弹性变形

• 工程结构一般都允许结构发生弹性变形，但对弹
性变形有严格的限制，不能超过一定的限额，否
则将造成结构工作状态的恶化、联接障碍等





• 稳定性—构件具有足够的保持原有平衡形式的能
力

• 受压构件在压力作用下，能够从某一平衡位置偏
移到另外的平衡位置，从而带来稳定性问题

• 工程中大量存在的受压构件，其稳定性是安全工
作的必要保证

• 千斤顶、建筑工地的脚手架等都是压杆存在的实
例，也是稳定性问题研究的重点对象



清华大学范钦珊教授在进行结构稳定性试验



工程力学研究

• 工程力学主要解决工程中的机构部件的力学计算
问题，为工程设计提供计算方法和理论依据

• 工程力学的计算，贯穿于整个设计、分析过程

• 需要综合应用刚体力学、变形体力学等工程力学
的诸多模块



• 设计曲柄-连杆传动系统的工程力学问
题：

• 1.分析系统设计的传动要求和条件，
如位移、速度、加速度等的大小、变
化，属于运动学

• 2.对曲柄、连杆的连接方式进行分析，
属于静力学范畴

• 3.结合运动学要求和工作原动力，分
析计算连杆等构件的内力及变化，属
于动力学范畴

• 4.根据动力学结果，找出连杆的最大
内力，根据连杆的材料，在强度、刚
度要求下，设计连杆的截面几何尺寸，
属于变形体力学范畴

• 5.如果考虑连杆的连续周期运行，则
要分析其疲劳强度，属于动变形体力
学模块



0.2  工程力学的应用

• 工程力学与工程密切相关

• 20世纪以前，推动近代科学技术与社会进步的蒸
汽机、内燃机、铁路、桥梁、船舶、兵器等，都
是在力学知识的累积、应用和完善的基础上逐渐
形成和发展起来的。





科隆大教堂

珍妮纺织机

中国古建筑
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第1章  工程力学的

 基本概念



1.1  力和力系

• 力：力是问题之间的相互作用，其作用效果是
使物体的运动状态发生改变

• 力是矢量，大小、方向、作用点为其要素

• 集中力：作用于物体上一点的力

• 分布力：连续作用在物体上某一线段、面积、
体积上的力



静力学公理

公理1  力的平行四边形法则

作用在物体上同一点的两个力，可以合成为一个合力。
合力的作用点也在该点，合力的大小和方向，由这两个
力为边构成的平行四边形的对角线确定。

合力(合力的大小与方向)            (矢量和)
21R FFF



亦可用力三角形求得合力矢



推论1  力的多边形法则

作用在物体上同一点的多个力，可以合成
为一个合力，合力作用在原力作用点上，
大小和方向等于各力的矢量和

nR FFFF  21



 公理2   二力平衡条件  

使刚体平衡的充分必要条件

21 FF




最简单力系的平衡条件

作用在刚体上的两个力，使刚体保持平衡的必要和充
分条件是：这两个力的大小相等，方向相反，且作用
在同一直线上。



公理3  加减平衡力系原理

推理2  力的可传性

作用在刚体上的力是滑动矢量，力的三要素为大小、方向
和作用线

在已知力系上加上或减去任意的平衡力系，并不改变
原力系对刚体的作用。

作用于刚体上某点的力，可以沿着它的作用线移到刚体
内任意一点，并不改变该力对刚体的作用。



推理3  三力平衡汇交定理

作用于刚体上三个相互平衡的力，若其中两个力的作用线
汇交于一点，则此三力必在同一平面内，且第三个力的作
用线通过汇交点。



公理4  作用和反作用定律

    作用力和反作用力总是同时存在，同时消失，等值、
反向、共线，作用在相互作用的两个物体上．

   在画物体受力图时要注意此公理的应用．



公理5   刚化原理

柔性体（受拉力平衡） 刚化为刚体（仍平衡）

反之不一定成立．

刚体（受压平衡） 柔性体（受压不能平衡）

        变形体在某一力系作用下处于平衡，如将此变形体刚
化为刚体，其平衡状态保持不变.



1.平面力对点之矩（力矩）

两个要素：

力矩作用面，  称为矩心， 
到力的作用线的垂直距离  称
为力臂

O O
h

1.大小：力  与力臂的乘积

2.方向：转动方向

F


1.2  力矩和力偶

力可以使物体发生转动，力
对物体的转动效应，用力矩
来度量



在平面内，力对点之矩是一个代数量，它的绝对值等
于力的大小与力臂的乘积，它的正负：力使物体绕矩
心逆时针转向时为正，反之为负.常用单位     或mN  mkN 

hF)F(M O 




力对点的矩以矢量表示 ——力矩矢

( )OM F r F 
  

（3）作用面：力矩作用面.

（2）方向:转动方向

三要素：

(1）大小:力   与力臂的乘积F


如果考虑空间问题，注意到力与矩心组成一个平面，
但这个平面随着力的方位而改变，则空间力矩是矢量



x y zF F i F j F k  
  

r xi yj zk  
 

( ) ( ) ( )z y x z y xyF zF i zF xF j xF yF k     
 

( ) ( ) ( ) ( )O x y zM F r F xi yj zk F i F j F k       
       

( )O z yx
M F yF zF    
 

( )O x zy
M F zF xF    
 

( )O y xz
M F xF yF    
 

力对点   的矩在三个坐标轴上的投影为O



2.力对轴的矩

    力与轴相交或与轴平行（力与轴在同一平面内），力对该轴
的矩为零.

( ) ( )z O xy xyM F M F F h  
 



( ) ( ) ( ) ( )x x x x y x z z yM F M F M F M F F y F z      
   

( ) ( ) ( ) ( )y y x y y y z x zM F M F M F M F F z F x      
   

 3. 力对点的矩与力对过该点的轴的矩的关系 

( )z y xM F F x F y   


( ) ( )O z y xx
M F yF zF M F     
  

( ) ( )O x z yy
M F zF xF M F     
  

( ) ( )O y x zz
M F xF yF M F     
  



二、合力矩定理

平面汇交力系

该结论适用于任何合力存在的力系

)(R iOO FM)F(M






三、力矩与合力矩的解析表达式

     ixiiyiO FyFxFM R



    iOO FMFM


R

xy

xOyOO

yFxF
θFyθFx

)F(M)F(M)F(M






cossin





力偶
一.力偶和力偶矩

1.力偶

 FF 


,
    由两个等值、反向、不共线的（平行）力组

成的力系称为力偶，记作



两个要素

a.大小：力与力偶臂乘积

b.方向：转动方向

力偶矩

力偶中两力所在平面称为力偶作用面.

力偶两力之间的垂直距离称为力偶臂.

2.力偶矩

ABCdFM  2



二. 力偶与力偶矩的性质

1.力偶在任意坐标轴上的投影等于零.



     
  FdxFxdF

FMFMFFM OOO





11

111

,


2.力偶对任意点取矩都等于力偶矩，不因矩心的

改变而改变.

   
FddF

xFxdFFFMO




'

22,
2


力偶矩的符号 

M



    3.只要保持力偶矩不变，力偶可在其作用面内任意移
转，且可以同时改变力偶中力的大小与力偶臂的长短，对
刚体的作用效果不变.

=

= =



ABDABC 
ABDABC  ？

  ABDdFFFM  2, 1RRR



  ABCFdFFM  2,




= =

= =



4.力偶没有合力，力偶只能由力偶来平衡.



BAM r F 
 

力偶是一个空间矢量

力偶矩矢量与力偶作用平面垂直



( , ) ( ) ( )O O O

A B

M F F M F M F

r F r F

  

   

      

  

( , ) ( )O A BM F F r r F M    
     

2、力偶的性质

F F 
 

（2）力偶对任意点取矩都等于力偶矩，不因矩心的改变而改变。

（1）力偶中两力在任意坐标轴上投影的代数和为零 .



（3）只要保持力偶矩不变，力偶可在其作用面内任意移转，
且可以同时改变力偶中力的大小与力偶臂的长短，对刚体的
作用效果不变.

R R R 1 2

1 2

1 1 1

( , ) ( )

( , )

BA BA

BA BA

BA

M F F r F r F F

r F r F

r F M F F

     

   

  

      
  
   

= = =



(4)只要保持力偶矩不变，力偶可从其所在平面移至另
一与此平面平行的任一平面，对刚体的作用效果不变.

211 FFF 

332 FFF 

= =

= =



(5)力偶没有合力，力偶只能由力偶来平衡.

定位矢量

力偶矩相等的力偶等效

力偶矩矢是自由矢量

自由矢量滑移矢量



3．力偶系的合成

1 1 1 2 2 2, ,......, n n nM r F M r F M r F     
       

= =

iM M
 

M


为合力偶矩矢，等于各分力偶矩矢的矢量和.



2 2 2( ) ( ) ( )x y zM M M M    

合力偶矩矢的大小和方向余弦

, ,x x y y z zM M M M M M    

--称为空间力偶系的平衡方程.

0 0 0x y zM M M    
0M 


空间力偶系平衡的充分必要条件是 :合力偶矩矢等于零，即 

cos xM
M

 
 cos yM

M



 cos zM

M
 




  0M

0321  MMMlFA

解得 N200321 



l

MMMFF BA

解：由力偶只能由力偶平衡的性质，
其受力图为

例1-1

;200,20,10 321 mmmNmN  lMMM

求： 光滑螺柱    所受水平力.

已知：

AB



例1-2 

求：平衡时的     及铰链     处的约束力.2M

;30,m5.0,mkN21
 θrOAM已知

BO,



解：取轮,由力偶只能由力偶平衡的性质,画受力图.

0M 0sin1  rFM A

解得 8kNO AF F 

0M 0
sin 2

'  MrFA 

解得 2 8kN mM  
8kNB AF F 

取杆    ，画受力图.BC



约束：对非自由体的位移起限制作用的物体.

约束力：约束对非自由体的作用力．

约
束
力

 大小——待定

方向——与该约束所能阻碍的位移方向相反

作用点——接触处

1.3  约束和约束力



工程中常见的约束

1、具有光滑接触面（线、点）的约束（光滑接触约束）



光滑接触面约束



    光滑支承接触对非自由体的约束力，作用在接触
处；方向沿接触处的公法线并指向受力物体，故称为
法向约束力，用   表示．NF





2、由柔软的绳索、胶带或链条等构成的约束

柔索只能受拉力，又称张力.用   表示．TF




柔索对物体的约束力沿着柔索背向被约束物体．

胶带对轮的约束力沿轮缘的切线方向，为拉力．



3 、光滑铰链约束（径向轴承、圆柱铰链、固定铰链支座等）

    （1） 径向轴承（向心轴承）

 约束特点：
 轴在轴承孔内，轴为非自由体、
 轴承孔为约束．

        约束力： 当不计摩擦时，轴与孔在接触处为光滑接
触约束——法向约束力．约束力作用在接触处，沿径向
指向轴心．



    当外界载荷不同时，接触点会变，则约束力的
大小与方向均有改变．

可用二个通过轴心的正交分力       表示．yx FF


,



（2）光滑圆柱铰链

    约束特点：由两个各穿孔的构件及圆柱销钉
组成，如剪刀．



光滑圆柱铰链约束



    光滑圆柱铰链：亦为孔与轴的配合问题，与轴承一样，
可用两个正交分力表示．

其中有作用反作用关系 

    一般不必分析销钉受力，当要分
析时，必须把销钉单独取出．

yCyCxCxC FFFF 


,



（3） 固定铰链支座

约束特点：

由上面构件1或2 之一与地面或机架固定而成．

 约束力：与圆柱铰链相同

    以上三种约束（径向轴承、光滑圆柱铰链、固定铰链
支座）其约束特性相同，均为轴与孔的配合问题，都可称
作光滑圆柱铰链．



4、其它类型约束

 （1）滚动支座

   约束特点：

  在上述固定铰支座与光滑固定平面之间装有光滑辊轴而成．

 约束力：构件受到垂直于光滑面的约束力．



(2) 球铰链

    约束特点：通过球与球壳将构件连接，构件可以绕球心任
意转动，但构件与球心不能有任何移动．

    约束力：当忽略摩擦时，球与球座亦是光滑约束问题．约
束力通过接触点,并指向球心,是一个不能预先确定的空间力.
可用三个正交分力表示．
    



（3）止推轴承

约束特点：

    止推轴承比径向轴承多一个轴
向的位移限制．

约束力：比径向轴承多一个轴向的约束力，亦有三个正交
分力            ．AzAyAx FFF


,,



球铰链——空间三正交分力

止推轴承——空间三正交分力

（2）柔索约束——张力 TF


（4）滚动支座——    ⊥光滑面NF


（3）光滑铰链—— ,A y A xF F
 

（1）光滑面约束——法向约束力 NF


总结



1.4  物体的受力分析和受力图

在受力图上应画出所有力，主动力和约束力（被动力）

画受力图步骤：

3、按约束性质画出所有约束（被动）力

1、取所要研究物体为研究对象（分离体），画出其简图

2、画出所有主动力



例1-1

解：画出简图 画出主动力 画出约束力

碾子重为  ，拉力为  ， 、 处光滑
接触，画出碾子的受力图．

F


A BP




例1-2 

解：取屋架

画出主动力

画出约束力

画出简图

屋架受均布风力 （N/m），  
屋架重为  ，画出屋架的受
力图．

q
P




例1-3 

解：

取    杆，其为二力构件，简称
二力杆，其受力图如图(b)
CD

水平均质梁   重为  ，电动机
重为   ，不计杆   的自重，
画出杆   和梁   的受力图。

2P


ABCD
CD

AB 1P




取   梁，其受力图如图 (c)AB

若这样画，梁   的受力
图又如何改动?

AB
   杆的受力图能否画
为图（d）所示？
CD



例1-4 

不计三铰拱桥的自重与摩擦，
画出左、右拱      的受力图
与系统整体受力图．

CBAB,

解：

右拱   为二力构件，其受力
图如图（b）所示

CB



系统整体受力图如图
（d）所示

取左拱   ,其受力图如图
（c）所示

AC



考虑到左拱   三个力作用下
平衡，也可按三力平衡汇交定
理画出左拱   的受力图，如
图（e）所示

AC

AC

此时整体受力图如图（f）
所示



讨论：若左、右两拱都考
虑自重，如何画出各受力
图？

如图（g）（h）（i）



例1-5

不计自重的梯子放在光滑水
平地面上，画出梯子、梯子
左右两部分与整个系统受力
图．

解：

绳子受力图如图（b）所示



梯子左边部分受力图
如图（c）所示

梯子右边部分受力图
如图（d）所示



整体受力图如图（e）所示

提问：左右两部分梯子在  处，绳子对左右两部分梯子均
有力作用，为什么在整体受力图没有画出？

A



第2章  力系的平衡



2.1  力线平移定理
• 力是滑移矢量，可以沿着作用线自由移动—力
的可传性

• 力是否可以平行地移动？

• 从矢量数学的角度看，矢量沿原直线移动和平
行偏移，都不改变矢量的数学本质



力的平移定理

FdFMM BB  )(


    可以把作用在刚体上点  的力  平
行移到任一点  ，但必须同时附加一个
力偶，这个附加力偶的矩等于原来的力        
  对新作用点  的矩.

A

F B

F
B

如何实现力的作用线的平行移动



• 工程中有很多利用力线平移定理的实例，如火
箭、轮船等用一个发动机推进，并实现转向

• 利用力线平移定理，还可以实现复杂力系的简
化，成为力系简化的基础





平面任意力系实例

2.2    力系的简化

力系可以分成：汇交力系、力偶系、任意力系

任意力系也称复杂力系，其作用线为任意状态
任意力系的处理，需要通过力系平移进行简化





平面任意力系向作用面内一点简化·主矢和主矩

1 1 1 1( )OF F M M F 
  

2 2 2 2( )OF F M M F  
  

( )n n n O nF F M M F  
  

)( iOiO FMMM


 

  ii FFF


R

设有平面任意力系， nFFF





21,



主矢与简化中心无关，而主矩一般与简化中心有关.

主矢 )( iOO FMM


主矩 iFF


R



R ' 'x ix ix xF F F F    

R ' 'y iy iy yF F F F    
主矢大小 2 2

R ( ) ( )ix iyF F F    

方向
R

R

cos( ' , ) ixFF i
F





 
R

R

cos( ' , ) iyF
F j

F





 

作用点 作用于简化中心上

主矩 )( iOO FMM






平面固定端约束





= =

=≠



0R F 0OM 合力作用线过简化中心

平面任意力系的简化结果分析



合力，作用线距简化中心

RF
MO



0R F 0OM

合力矩定理

RF
Md O


 dFM O R FFF  RR

 )()( R iOOO FMMFM



0R F 0OM 合力偶

与简化中心的位置无关

若力系向   点简化，结果如何?1O



0R F 0OM 平衡

与简化中心的位置无关



平面任意力系平衡的充要条件是：     

力系的主矢和对任意点的主矩都等于零

2.3  力系的平衡与应用

   )()()( 22
R iOOyx FMMFFF因为

1.平面任意力系的平衡方程

0R F 0OM



    平面任意力系平衡的解析条件是：所有各力在两

个任选的坐标轴上的投影的代数和分别等于零，以

及各力对于任意一点的矩的代数和也等于零.

0

0

0

x

y

O

F

F

M

 
 








平面任意力系的平衡方程

一般式



平面任意力系的平衡方程另两种形式

二矩式

















0
0

0

B

A

x

M
M
F

两个取矩点连线，不得与投影轴垂直



三矩式
















0
0
0

C

B

A

M
M
M

三个取矩点，不得共线



2.平面平行力系的平衡方程

  0xF 0000  

  0xF 0coscoscos 321  θFθFθF

  0yF 0sinsinsin 321  θFθFθF



两点连线不得与各力平
行










0
0

B

A

M
M

各力不得与投影轴垂直












0

0

A

y

M
F

平面平行力系的方程为两个，有两种形式



     物体系的平衡·静定和超静定问题





例2-1

求：

合力作用线方程。

力系向   点的简化结果；

合力与    的交点到点   的距离   ；

已知: 1 450kN,P  2 200kN,P  1 300kN,F  kN701 F

O

OA O x



解：

（1）主矢：

1 2

1 2 2

cos 232.9kN

sin 670.1kN
x

y

F F F

F P P F





  

     



2 2
R ' ( ) ( ) 709.4kNx yF F F   

R R
R R

cos( ', ) 0.3283 , cos( ', ) 0.9446
' '

yx FF
F i F j

F F
      

R R( ', ) 70.84 , ( ', ) 180 19.16F i F j       
  

主矩：

1 1 2( ) 3 1.5 3.9 2355kN mO OM M F F P P       




（2）求合力及其作用线位置：

 0 0
3.514m

cos 90 70.84
dx  




（3）求合力作用线方程：

  ' '
R R R R RO O y x y xM M F x F y F x F y F        


   2355 670.1 232.9x y   

607.1 232.9 2355 0x y  



例2-2

  0xF

  0yF

cos 45 0Ax CF F 

0AM 
解得 kN10,kN20,kN28.28  AyAxC FFF

已知： kN10,  FlCBAC
求： 铰链   和    杆受力.A DC

解： 取   梁，画受力图.AB

045sin  FFF CAy


0245cos  lFlFC




例2-3

已知： 1 10kN,P  2 40kN,P  尺寸如图。

解： 取起重机，画受力图.

  0xF

  0yF

0AM 

0Ax BF F 

1 2 0AyF P P  

1 25 1.5 3.5 0BF P P      

解得

50kNAyF  31kNBF   31kNAxF 

求： 轴承     处的约束力.BA,



例2-4

  0xF

0AM 

  0yF

0AxF 

4 2 2 0BF a M P a q a a       

3 1
4 2BF P qa 

2 0Ay BF q a P F    
3

4 2Ay
PF qa 

已知：                 。qaMaqP ,,,

求： 支座     处的约束力.BA,

解：取   梁，画受力图.AB



其中 1
1 3 30
2

F q l   kN

  0xF

0AM 
  0yF 060cos  FPFAy

0360sin60cos1  lFlFlFMMA


316.4kNAxF  kN300AyF

mkN1188 AM

060sin1  FFFAx

例2－5

已知：

m1,kN400,mkN20
,mkN20,kN100



lFq

MP

求： 固定端   处约束力.A
解： 取  型刚架，画受力图.T



解： 取起重机，画受力图.

满载时， ,0AF


为不安全状况

  0BM

01028 21min3  PPP

解得

已知： 1 2700kN, 200kN,P P 例2-6 m4AB

求： （1）起重机满载和空载时不翻倒，平衡载重  ；

（2）         ，轨道   给起重机轮子的约束力。AB
3P

kN1803 P

kN75min3 P



375kN 350kNP 

  0AM 041424 213  BFPPP

0iyF  0321  PPPFF BA

空载时， ,0BF


为不安全状况

  0AM

           时kN1803 P

kN210AF kN870BF

解得 kN350max3 F

024 1max3  PP



0yF  0cos  BFF

22cos Rl
FlFFB





0xF  0sinN  BFF

22N tan
Rl

FRFF


 

例2-7 已知： 不计物体

自重与摩擦,系统在图示位置平衡;

,,, FlABROA




求: 力偶矩  的大小，轴承  处的约
束力，连杆   受力，冲头给导
轨的侧压力.

M O
AB

解: 取冲头  ,画受力图.B



取轮,画受力图.

  0xF

2 2Ox
FRF

l R
 



  0yF

OyF F 

FRM 

0 OM

0sin  AOy FF

0cos  AOx FF

0cos MFA 



例2-8 已知: F=20kN, q=10kN/m, 20kN m,M   l=1m;

求: A,B处的约束力.

解: 取CD梁,画受力图.

0CM 
sin 60 cos30 2 0

2B
lF l ql F l      

FB=45.77kN



32.89kNAxF 

0yF 
sin 60 2 cos30 0Ay BF F ql F    

2.32kNAyF  

  0AM

2 2 sin 60 3 cos30 4 0A BM M ql l F l F l        

10.37kN mAM  

取整体,画受力图.

0xF 
cos 60 sin 30 0Ax BF F F   



 空间任意力系向一点的简化·主矢和主矩

1.空间任意力系向一点的简化

i iF F
 

( )i O iM M F
  

空间汇交与空间力偶系等效代替一空间任意力系.



R i x y zF F F i F j F k       
   

主矩( )O i O iM M M F  
   

( ) ( ) ( )O x y zM M F i M F j M F k    
    

主矢

空间力偶系的合力偶矩

由力对点的矩与力对轴的矩的关系，有

空间汇交力系的合力



— 有效推进力RxF 


飞机向前飞行

RyF 


— 有效升力 飞机上升

RzF 


— 侧向力 飞机侧移

OxM


— 滚转力矩 飞机绕x轴滚转

OyM


— 偏航力矩 飞机转弯

OzM


— 俯仰力矩 飞机仰头



（1） 合力

ROd M F 
合力.合力作用线距简化中心为

2．空间任意力系的简化结果分析（最后结果）

R R0, 0,O OF M F M   
   R 0, 0OF M  
 

过简化中心合力

R R( ) ( )O O OM d F M F M F   
     

合力矩定理：合力对某点(轴）之矩等于各分力对同一点（轴）
之矩的矢量和.



（2）合力偶

一个合力偶，此时与简化中心无关。
R 0, 0OF M  
 

（3）力螺旋

中心轴过简化中心的力螺旋OO MFMF //',0,0' RR 



钻头钻孔时施加的力螺旋





既不平行也不垂直R R0, 0, ,O OF M F M  
   

力螺旋中心轴距简化中心为
R

sinOMd
F






（4）平衡

平衡R 0, 0OF M  
 



    空间任意力系的平衡方程

空间任意力系平衡的充要条件：

1.空间任意力系的平衡方程

0 0 0x y zF F F    
0 0 0x y zM M M    

    空间任意力系平衡的充要条件：所有各力在三个坐标轴
中每一个轴上的投影的代数和等于零，以及这些力对于每一
个坐标轴的矩的代数和也等于零.

该力系的主矢、主矩分别为零.



0 0 0z x yF M M    

空间平行力系的平衡方程



例2-9

求：三根杆所受力.

已知：P=1000N ,各杆重不计.

解：各杆均为二力杆，取球铰O，画受力
图。

0xF  045sin45sin  
OCOB FF

0yF 
045cos45cos45cos  

OAOCOB FFF

0zF  045sin PFOA


1414NOAF   （拉）707NOB OCF F 



例2-10

已知： ,,, alF

求：      , ,x y zM F M F M F
  

    c o sxM F F l a   


  c o syM F F l  


    s i nzM F F l a   

解：把力   分解如图F




例2-11 已知：在工件四个面上同时钻5个孔，每个孔所受切削
力偶矩均为80N·m.

, ,x y z求：工件所受合力偶矩在      轴上的投影        

解：把力偶用力偶
矩矢表示，平行移
到点A .

mN  802MMM iyy

mN  1.19345cos45cos 541
 MMMMM izz

mN1.19345cos45cos 543   MMMMM ixx



求:轴承A,B处的约束力.

例2-12

已知：两圆盘半径均为200mm，AB =800mm，圆盘面O1垂直于z
轴，圆盘面O2垂直于x轴，两盘面上作用有力偶，F1=3N， 
F2=5N，构件自重不计.

解：取整体，受力图如图所示.

0 xM

0zM 

N5.1 BxAx FF N5.2 BzAz FF

08004002  BzFF

08004001  BxFF



例2-13

求：正方体平衡时，力     的关系和两根杆受力.1 2,F F
 

1 1 2 2( , ), ( , ),F F F F 
   

,不计正方体和直杆自重.

已知：正方体上作用两个力偶

EACD 2//



解：两杆为二力杆，取正方体，画
    受力图建坐标系如图b

以矢量表示力偶，如图c

1 2M M
设正方体边长为a  ,有

1 1 2 2M F a M F a    

有
1 2F F 3 2 2AM F a 

2 2 1 2A BF F F F  

杆    受拉，   受压。1 2A A 1 2B B

0xM  045cos31  MM

0yM  045sin32  MM



例2-14 已知： P=8kN,
1 10kN,P  各尺寸如图

求：A、B、C 处约束力

解：研究对象：小车

列平衡方程

0 zF 01  DBA FFFPP

  0 FM x 10.2 1.2 2 0DP P F   

  0 FM y 06.02.16.08.0 1  DB FFPP

5.8kN, 7.777kN, 4.423kND B AF F F  



例2-15

已知： 2000N,F  ,2 12 FF  ,60,30    各尺寸如图

求：
21, FF 及A、B处约束力

解：研究对象，曲轴

列平衡方程

0xF  060sin30sin 21  BxAx FFFF 

  0yF 00 



  0zF 060cos30cos 21  BzAz FFFFF 

  0 FM x

040020020060cos20030cos 21  BxFFFF 

  0 FM y   0
2 12  FFDRF

  0 FM z 1 2( sin 30 sin 60 ) 200 400 0BxF F F     



1 23000N, 6000N,F F 

1004N, 9397N,Ax AzF F  

3348N, 1799N,Bx BzF F  



例2-16

已知： 4.25N,xF  6.8N,yF  17N,zF 

,36.0 FFr  50mm,R  30mmr  各尺寸如图

求： （2）A、B处约束力 （3）O 处约束力,rF F
 

(1)



 0xF 0t  xAxBx FFFF

 0yF 0 yBy FF

 0zF 0r  zAzBz FFFF

  0 FMx

  0 FMy 0t  rFRF z

解：研究对象1：主轴及工件，受力图如图

03038876)76488( t  yxBx FFFF

038876)76488( r  zBz FFF

  0 FM z

又： ,36.0 tr FF 

kN2.10t F kN67.3r F kN64.15AxF

kN19.1BxF kN8.6ByF kN2.11BzF



研究对象2：工件受力图如图,列平衡方程

  0xF 0 xOx FF

 0yF 0 yOy FF

  0zF 0 zOz FF

  0 FM x 0100  xZ MF

  0 FM y 030  yZ MF

  0 FM z 030100  zyx MFF

4.25kN, 6.8kN, 17kNOx Oy OzF F F   

1.7kN m, 0.51kN m, 0.22kN mx y zM M M       



例2-18 已知：F、P及各尺寸

求： 杆内力

解：研究对象，长方板,列平衡方程

  0ABM F 


0
26  PaaF 6 2

PF  

  0AEM F 


05 F

  0ACM F 


04 F

  0EFM F 


0
2 2216 




ba
abFPaaF 01 F

  0FGM F 


0
2 2  bFPbFb PF 5.12 

  0BCM F 


045cos
2 32  bFPbbF  PF 223 



例2-19

求：其重心坐标

已知：均质等厚Z字型薄板尺寸如图所示.

则

用虚线分割如图，为三个小矩形，其面积与坐标分别为

解:厚度方向重心坐标已确定，只求重心的x,y坐标即可.

1 15m mx   1 45m my  2
1 300m mA 

2 5m mx  2 30m my  2
2 400m mA 

3 15mmx  3 5mmy 
2

3 300mmA 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

2mmi i
C

A x A x A x A xx
A A A A

 
   

 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

27mmi i
C

A y A y A y A yy
A A A A

 
   

 



1 2 3
4 4( ), , 0
3π 3π
R r by y y

   

由 i i
C

A y
y

A


2 2 2
1 2 3

π π, ( ) , π
2 2

A R A r b A r   

0Cx 由对称性，有

解：用负面积法，为三部分组成.

例2-20

求：其重心坐标.

已知：等厚均质偏心块的 100mm, 17mm, 13mmR r b  

得
1 1 2 2 3 3

1 2 3

40.01mmC
A y A y A yy

A A A
 

 
 



2.4  考虑摩擦的平衡问题

摩擦是一种自然现象，行走、开车、传动
等等现象都有着摩擦在其中的作用



摩擦 滑动摩擦

滚动摩擦

静滑动摩擦

动滑动摩擦

静滚动摩擦

动滚动摩擦

摩擦 干摩擦

湿摩擦



0 xF

静滑动摩擦力的特点

方向：沿接触处的公切线，    
      与相对滑动趋势反向；

大小： maxs0 FF 

NFfF smax  （库仑摩擦定律）

0ST  FF TS FF 



大小： NFfF dd 

sd ff  （对多数材料，通常情况下）

动滑动摩擦力的特点

方向：沿接触处的公切线，与相对滑动趋势反向；



1 摩擦角

AFR


---全约束力

物体处于临界平衡状态时，全约束
力和法线间的夹角---摩擦角

摩擦角和自锁现象

ftan  sf
N

max

F
F


N

Ns

F
Ff



全约束力和法线间的夹角的正切等于静
滑动摩擦系数．

摩擦锥
f0  



2 自锁现象



3 测定摩擦系数的一种简易方法，斜面与螺纹自锁条件

sftantan f 

斜面自锁条件 f 



螺纹自锁条件 f 



    仍为平衡问题，仍然使用平衡方程求解，但由于增加

了摩擦力（约束力），需要增加相应的补充方程，求解步

骤与前面基本相同．

2 严格区分物体处于临界、非临界状态；

3 因             ，问题的解有时在一个范围内．maxFF  s0

1 画受力图时，必须考虑摩擦力；

考虑滑动摩擦时物体的平衡问题

几个新特点



静滚动摩阻（擦）

滚动摩阻（擦）的概念



0 xF 0s  FF

0 AM 0FRM

maxs0 FF 

max0 MM 

Nsmax FfF  NFM max －－最大滚动摩阻（擦）力偶



滚动摩阻（擦）系数，长度量纲

的物理意义



使圆轮滚动比滑动省力的原因
处于临界滚动状
态

100
15.3

3507.0s

1

2 



Rf

F
F

处于临界滑动状
态

NF
R

F 
1RFFM 1max  N

2Nsmax FFfF  Ns2 FfF 

一般情况下， sf
R




或 sf
R




混凝土路面 mm15.3 7.0sf

例：某型号车轮半径， mm450R
21 FF  或

21 FF  ．



求：物块是否静止，摩擦力的大小和方向．

已知：                                                               。,N1500P ,2.0s f ,18.0d f 400F  N

例2-21



物块处于非静止状态．

,N8.269Ndd  FfF 向上．

Nsmax FfF  N8.299而

N1499N FN6.403s F (向上)

解： 取物块，画受力图，设物块平衡

030sin30cos0 s  FPFFx

030cos30sin0 N  FPFFy



已知： .,, sfP 

水平推力  的大小．求：使物块静止， F


例2-22



画物块受力图

推力为     使物块有上滑趋势时， 1F


解：

P
θfθ
θfθF

sincos
cossin

s

s
1 



Nsmax FfF 

0sincos max1  FPF 0 xF

0cossin N1  FPF 0 yF



设物块有下滑趋势时，推力为   2F


画物块受力图

0 xF 0'sincos max1  FθPθF

0 yF 0'cossin N1  FθPθF

'' Nsmax FfF 

P
f
fF




sincos
cossin

s

s
1 




P
f
fFP

f
f







sincos
cossin

sincos
cossin

s

s

s

s










解: 物块有向上滑动趋势时

用几何法求解

1max tan( )F P   



tan( ) tan( )P F P      

利用三角公式与 ,tan sf







sincos
cossin

sincos
cossin

s

s

s

s

f
fPF

f
fP








1min tan( )F P   

物块有向下滑动趋势时



求：挺杆不被卡住之  值.a
s, , ,b d f已知： 不计凸轮与挺杆处摩擦，不计挺杆质量；

例2-23



BBAA FfFFfF NsNs 

解： 取挺杆，设挺杆处于刚好卡住位置.

0 xF 0NN  BA FF

0 yF 0 FFF BA

s2
ba
f



挺杆不被卡住时
s2

ba
f



0 AM

0)
2

( N  bFdFdaF BB



解：  tan)
2

(tan)
2

( dadab  极限极限

tan2 极限a s2a f 极限

s2
ba
f

极限

s2
ba
f



用几何法求解



已知：物块重 P,鼓轮重心位于   处，闸杆重量不
      计，   ，各尺寸如图所示.

1O
sf

例2-24

求：制动鼓轮所需铅直力    .F




解： 分别取闸杆与鼓轮

设鼓轮被制动处于平衡状态

对鼓轮， 0
1
 OM 0sT  RFrF

对闸杆， 0 OM 0sN  cFbFFa
且 Nss FfF 

而 ssT , FFPF 

解得 s

s

( )rP b f cF
f R a






（2）能保持木箱平衡的最大拉力.

（1）当D处拉力         时，木箱是否平衡?求： Nk1F
已知：均质木箱重 ,kN5P s 0.4 ,f  ,m22  ah ；o30

例2-25



解： （1）取木箱，设其处于平衡状态.

0 xF 0cos  FFs

0 yF N sin 0F P F   

0 AM 0
2

cos N  dFaPhF 

N866sF

N4500N F

m171.0d

而 N1800Nsmax  FfF

因 s max ,F F 木箱不会滑动；

又 ,0d 木箱无翻倒趋势.

木箱平衡



（2）设木箱将要滑动时拉力为 1F

0 xF 0cos1  FFs

0 yF 0sin1N  FPF

又
Nsmaxs FfFF 

s
1

s

1876N
cos sin

f PF
f 

 


设木箱有翻动趋势时拉力为 2F

0 AM 0
2

cos2 
aPhF 

N1443
cos22 

h
PaF 最大拉力为 N1443



求：作用于鼓轮上的制动力矩.

例2-26

各构件自重不计；

已知： ,N200F s 0.5 ,f 

2 2 0.5m ,KL O L R    ,m75.01 BO

1 1m ,AC O D  ,m25.0ED

1 2 1O O KD DC O A  



1
0OM 

011  BOFAOFAC

N300ACF

0 DM

0cos  CDFDEF CAEK 

N600cos EKF

0 xF cos 0Dx EKF F  

600NDxF 

（a）

(b) θ 

解： 分析O1AB,画受力图

分析DCE,画受力图



1
0OM 

1 N1 1
1 0
2DxF O D F O D    

N1 1200NF  

2
0OM 

2 2 2
1cos 0
2K E NF K O F K O     

N2 1200NF  

(c)

(d)

分析O2K，画受力图

分析O1D,画受力图



300N mM  

N2ss2 FfF 

N1ss1 FfF 

RFRFMO s1s2 

分析鼓轮，画受力图



已知：抽屉尺寸a，b，fs （抽屉与两壁间），不  

      计抽屉底部摩擦；

例2-27

求：抽拉抽屉不被卡住之e 值。



解： 取抽屉，画受力图，设抽屉刚好被卡住

0 xF 0NN  CA FF

0 yF 0 FFF sCsA

0 AM

0)
2

(N  ebFaFbF CsC

AssA FfF N CssC FfF N

sf
ae

2


抽屉不被卡住，       .
sf

ae
2





求：保持系统平衡的力偶矩    .CM

已知： ,mN40 AM ,3.0sf 各构件自重不计，

尺寸如图；

例2-28



(a) (b)

设         时，系统即将逆时针方向转动1CC MM 解：

画两杆受力图.

0 AM

0N1  AMABF

0 CM

060cos60sin o
s1

o
N11  lFlFM C



又 1Ns1Ns1s1s FfFfFF 

设          时，系统有顺时针方向转动趋势2CC MM 

画两杆受力图.

02N  AMABF

0 AM

1 70.39N mCM  



又 2Ns2Ns2s2s FfFfFF 

mN61.492 CM

系统平衡时

mN39.70mN61.49  CM

0 CM 060cos60sin o
2s

o
2N2  lFlFM C

(d)



求：使系统保持平衡的力  的值.F


已知：力  ，角  ，不计自重的     块间的

其它接触处光滑；

P


 BA ,

静摩擦因数为   ，sf

例2-29



解： 取整体分析，画受力图

楔块   向右运动A
设力  小于  时，1F


F


取楔块   分析 ，画受力图A

0 yF 0N  PF A

PF A N

)tan(
)tan(N1







P
FF A



)tan()tan(N2   θPθFF A

)tan()tan(   PFP

设力  大于   时，2F


F


楔块   向左运动A

取楔块   分析，画受力图A



,N50BF 4.0Cf （杆，轮间）

已知：均质轮重 ,N100P 杆无重， ,, lr o60 时，

;
2
lCBAC 

例2-30

轮心  处水平推力   .

求：若要维持系统平衡
轮心  处水平推力 minF（1）       (轮，地面间）， O3.0Df

（2）       （轮，地面间），15.0Df minFO



解： 小于某值，轮将向右滚动.F
DC , 两处有一处摩擦力达最大值，系统即将运动.

先设  处摩擦力达最大值，取杆与轮.(1) C

0 AM 0
2N  lFlF BC

N100N CF

N40Nmax  CCCC FfFF



0 xF N minsin 60 cos 60 0C C DF F F F    o o

0 OM 0 rFrF DC

N40 CD FF min 26.6F  N
N6.184N DF

s max s N

s max s N

0.3 55.39
0.15 27.59

D D

D D

f F f F
f F f F
  

  

N
N

当 时，

当 时，

'
N N 100NC CF F 

0 yF 060sin'60cos'NN  
CCD FFPF



max0.3 40N ,s D Df F F  当 时， D 处无滑动

N6.26min F

max0.15 40N > ,s D Df F F 当 时， D 处有滑动

   处摩擦力达最大值，取杆与轮.(2) D

0 AM 0
2N  lFlF BC

N100N CF 不变

CCCC FfFF Nmax 但



对轮 0 OM 0 rFrF DC

0 xF N minsin 60 cos 60 0C C DF F F F    o o

0 yF N N cos 60 sin 60 0D C CF P F F    o o

DDD FfF N

当        时，15.0Df 解得 N4.172N DF

N86.25N  DDCD FfFF

.N81.47min F处无滑动C



求：（1）使系统平衡时，力偶矩    ；BM

（2）圆柱  匀速纯滚动时，静滑动摩擦系数的

最小值.

O

已知： ； ,,, RP
例2-31



0 AM
0sin max1T  MRFRθP

0 yF 0cosN  θPF
又 Nmax FM 

0 AM
0sin max2T  MRFRθP

0 yF 0cosN  θPF

又 Nmax FM 

解：（1）设圆柱  有向下滚动趋势，取圆柱O O

设圆柱  有向上滚动趋势，取圆柱O O

)cos(sin1T θ
R

θPF 




系统平衡时 ( sin cos ) ( sin cos )BP R M P R        

（2）设圆柱   有向下滚动趋势.O

0 yF 0cosN  PF

s s N1 s cosF f F f P  

sf R


则

同理，圆柱   有向上滚动趋势时O 得 sf R




圆柱匀速纯滚时，       .
R

f 
s

T max (sin cos )F P
R
   

0 CM 0max  MRFs

又 Nmax FM 

s cosF P
R
 

只滚不滑时，应有 θPfFfF sss cosN 



第3章  杆的拉伸（压缩）     
与剪切



钢压
杆











F F FF

3.2  轴向拉压杆的内力—轴力



m

m

F
F

        设一等直杆在两端轴向拉力 F 的作用下处于平衡,欲求杆件 

横截面 m-m 上的内力.



m

m
F FN

m

m

F F



m

m

F F

m

m
F FN



FN

       若取 右侧为研

究对象，则在截开面上

的轴力与部分左侧上的

轴力

数值相等而指向相反.

m

m

F F

m

m
F FN

m

F
m



FN

m

F F

m

m
F FN

m

F
m



x

FN

O



例题3-1   一等直杆其受力情况如图所示，作杆的轴力图.

CA B D600 300 500 400 E

40kN 55kN 25kN 20kN



CA B D
600 300 500 400

E

40kN 55kN 25kN 20kN

CA B D E

40kN 55kN 25kN 20kN
FRA

kN10

0202555400

R

R




A

Ax

F

FF



CA B D E

40kN 55kN 25kN 20kN

1

0R1N  AFF

)()kN(10R1N  AFF



 F 40kN FN2

20kN

CA B D E

40kN 55kN 25kN
F

2

040R2N  AFF

)()kN(5040R2N  AFF



FN3 20kN25kN

CA B D E

40kN 55kN 25kN 20kN
F

3

020253  NF

)()kN(53N F



20kNFN4

40kN 55kN 25kN 20kN
F

4

)((kN)204N F
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10

5

20

+
+

CA B D600 300 500 400 E

40kN 55kN 25kN 20kN

(kN)50Nmax F



3.3  轴向拉压杆横截面正应力

一、横截面上的正应力

FF
a

b

c

d



FF
a

b

c

d

a
b

c
d



 

F


FN



A
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][Nmax
max  
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AF ][maxN 



F

A

B

C

F

F

3
0 0
0

4
0
0

0
3
7 0

2
4
0

2

1

kNN 501  FF

kNN 15032  FF



F
A

B

C

F

F

30 00
40

0
0

37 0

2
4
0

2

1

50k
N

150kN

MPa.N/m.
..
2

N

87010870

240240

50000

6

1

1
1









A
F

MPa.N/m.
..

2

N

111011

370370

150000

6

2

2
2









A
F

max



3.4  材料轴向拉压力学性能



2.试验设备(Test instruments)
    

（1）微机控制电子万能试验机
    
（2）游标卡尺



         

 

d

l

标距





F

O
Δl

e

f

h

a
b
c

d

d′g f′
Δl0



 
p

 E

p



f

O f′h

a



b点是弹性阶段的最高点.
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（b） 屈服阶段
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3.6  轴向拉压杆的强度设计

• 由前节知，杆件要安全工作，其横截面上正应
力不得超过杆件材料的许用应力，即

   此即为拉压杆的强度条件

       

   maxmax )(
A
FN



• 利用强度条件，可以完成以下强度分析工作：

• 1.  强度校核

    已知杆件的几何尺寸、所受载荷、材料性质
（许用应力），比较工作应力与许用应力，判
断强度条件是否成立

  2.  截面设计

    已知杆件的载荷和材料性质，设计杆的截面

  3.  确定许可载荷

     已知杆件的截面和材料，确定许可载荷

      

 
NFA 

   AFN 



例题3-3   简易起重设备中，AC杆由两根 80807等边角钢组

成，AB杆由两根 10号工字钢组成. 材料为Q235钢，许用应

力[]=170MPa  .求许可荷载 [F].

A
B

C

F

1m



解：（1） 取结点A为研究对象，受力分析如图所示.

A
B

C

F

1m

F

A x

y



F

A x

y

0300 1  FFFy
sinN

00 12  cos30NN FFFx

FF

FF

7321

2

2

1

.N

N





2

2

m

m

6
2

6
1

10286021430

10217221086






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A
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AF ][maxN 

FF
FF
732.1

2

2N

1N




kN.][][ N 2436911  AF 

kN.][][ N 2048622  AF 

kN.][ N 6184
2

1
1 

FF kN.
.

][ N 7280
7321

2
2 

FF



例题3-4  刚性杆ACB有圆杆CD悬挂在C点,B端作用集中力F=25kN,

已知CD杆的直径d=20mm,许用应力[]=160MPa，试校核CD杆的强

度,并求：

（1）结构的许可荷载[F];

（2）若F=50kN,设计CD杆的直径.

2a a

F

A B

D

C



2a a

F

A
B

D

C

CD
F

A C B

FFM CDA 2
30 N 

/
/

[ ]

  



N
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3 2 119MPa
4

CDF F
A d
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 

][N  
A

F CD
CD



[F]=33.5kN

2a a

F
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A C B
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3FAF CD  ][N 
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二、横向变形(Lateral deformation)

三、泊松比  (Poisson’s ratio)

2. 横向应变(Lateral 
strain) b

b
b

bb Δ



 1

FF
b

h

h1







 

1. 横向变形(Lateral deformation) bbb  1



四、胡克定律 (Hooke’s law)

      式中 E 称为弹性模量 (modulus of elasticity) ，EA称

为抗拉（压）刚度(rigidity).

        实验表明工程上大多数材料都有一个弹性阶段，

在此弹性范围内，正应力与线应变成正比.

上式改写为


A

FN 
l
lΔ E由

EA
lFl NΔ 



例题3-5  图示为一变截面圆杆ABCD.已知F1=20kN，F2=35kN

F3=35kN. l1=l3=300mm，l2=400mm. d1=12mm，d2=16mm，d3=24mm. 

试求：

（1） Ⅰ-Ⅰ、Ⅱ-Ⅱ、III-III截面的轴力并作轴力图

（2） 杆的最大正应力max

（3） B截面的位移及AD杆的变形

F1
F2

F3

l1l2l3

ABCD
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FN2 =-15kN （-）

FN1 =20kN （+）

FN3 =- 50kN （-）

15

+

-

20

50

F1F2
F3

l1l2l3

ABCD



FN2 =-15kN  ( - )

FN1 =20kN （+）

FN3 =- 50kN ( - )
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例题3-6 图所示杆系由两根钢杆 1 和 2 组成. 已知杆端铰接，

两杆与铅垂线均成 =30° 的角度, 长度均为  l = 2m,直径均为 

d=25mm,钢的弹性模量为 E=210GPa.设在点处悬挂一重物 F=100 

kN,试求 A点的位移 A.
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A''

（2）两杆的变形为

变形的几何条件相容是变形后，两杆仍应铰结在一起.
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3.强度条件(Strength condition)

[] 为材料的许用切应力 
(Allowable  shearing stress of  
a material)

(factor of safety)

m m
F

剪切面

F

F

m m  
A
FS

n
u][  

n - 安全因数

-  剪切极限应力u
(ultimate shearing stress)



FF

F F



（1）螺栓压扁

（2）钢板在孔缘压成椭圆

2.挤压破坏的两种形式  (Two types of bearing 
failure)

FF

3.挤压应力(Bearing stress)

 bs
bs

bs  
A
F

A
F

bs
bs 

F -挤压力 (bearing force)

Abs -挤压面的面积 (area in bearing)

4.强度条件(Strength condition)

[bs]-许用挤压应力(allowable bearing stress)



 
h

 bsA d h



四、强度条件的应用
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2.设计截面
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例题3-13  一销钉连接如图所示，

已知外力 F=18kN,被连接的构件

A 和 B 的厚度分别为 d=8mm 和

d1=5mm ,销钉直径 d=15mm ,

销钉材料的许用切应力为 

[] = 60MPa ,许用挤压应力为

[bs]= 200MPa .试校核销钉的强度.
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解: （1）销钉受力如图b所示
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（2）销钉的挤压面面积 Abs 
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例3-14  冲床的最大冲压力F=400kN,冲头材料的许用压应力

[]=440MPa,钢板的剪切强度极限u=360MPa,试求冲头能冲剪

的最小孔径d和最大的钢板厚度  .



d



F
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d

F

  2 4
F F
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F

解： （2）由钢板的剪切破坏条件

δ=10.4mm


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 例题3-15  一铆钉接头用四个铆钉连接两块钢板. 钢板与铆钉材

料相同. 铆钉直径 d =16mm,钢板的尺寸为 b =100mm,

d =10mm,F = 90kN,铆钉的许用应力是 [] =120MPa,

[bs] =120MPa,钢板的许用拉应力 []=160MPa. 试校核铆钉

接头的强度.
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解：（1）  校核铆钉的剪切强
度

每个铆钉受力为  F/4

每个铆钉受剪面上的剪力为 
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整个接头是安全的
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第4章  轴的扭转



     

一、工程实例(Example problems)





二、受力特点(Character of external force)

   杆件的两端作用两个大小相等、方向相反、且作用

平面垂直于杆件轴线的力偶.

三、变形特点(Character of  deformation)

  杆件的任意两个横截面都发生绕轴线的相
对转动.



4.2  外力偶矩的计算

从动轮 主动轮 从动轮

   
  /
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r min

9 549

P
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n

e2 e1 e3



e

内力的计算 (Calculation of internal 
force)

0 xM

eMT 

e e

4.3  扭矩与扭矩图
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例题4-1   一传动轴如图所示,其转速 n = 300 r/min ,主动轮

A输入的功率为P1 = 500 kW . 若不计轴承摩擦所耗的功率,三个

从动轮输出的功率分别为P2 = 150 kW ,P3 = 150 kW , P4 = 200 

kW. 试做扭矩图.



解: 计算外力偶矩
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4.4   剪切胡克定律
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 观察变形

  提出假设

变形的分布规律

应力的分布规律

建立公式

4.5   圆杆扭转切应力与强度设计

应力分析的步骤





a

b

b

1 2

倾角  是横截面圆周上

任一点A 处的切应变, d 

是 b-b截面相对于a-a 截面

象刚性平面一样绕杆的轴线

转动的一个角度.

   经过半径 O2D 上任一点G的纵向线EG 也倾斜了一个角度

r ,也就是横截面半径上任一点E处的切应变
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T     — 求应力的点到圆心的距离

Ip —横截面对圆心的 极惯性矩



Wt 称作抗扭截面系数，单位为 mm3 或 m3.
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4.6   圆轴扭转变形与刚度条件
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例题4-6  某汽车的主传动轴 是用 40 号钢的电焊钢管制成,钢管

外径D=76mm,壁厚d=2.5mm,轴传递的转矩Me=1.98kN·m,

材料的许用切应力 [] = 100MPa,切变模量为 G = 80GPa,

轴的许可扭角[′] = 2/m . 试校核轴的强度和刚度.
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将空心轴改为同一材料的实心轴,仍使 max=96.1MPa

d=47.2mm实心轴的直径为

两轴材料、长度均相同,故两轴重量比等于两轴的横截面积比，

在最大切应力相等的情况下空心圆轴比实心圆轴轻,即节省材料.
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例题4-7  两端固定的圆截面杆AB,在截面C处受一个扭转力偶矩

Me的作用,如图所示.已知杆的抗扭刚度 GIp,试求杆两端的支反力

偶矩.
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4.7    矩形截面轴扭转
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三、狭长矩形（Long narrow rectangle)
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第5章  梁的弯曲



一、 工程实例(Example problem)

5.1   梁弯曲的工程实例





 二、基本概念(Basic concepts)

  



A B

对称轴纵向对称面

梁变形后的轴线与
外力在同一平面内
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5.2   弯曲内力
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FS

+
1.剪力符号
(Sign convention for shear 
force)

  使dx 微段有左端向上而右端向下的相对错

动时,横截面m-m上的剪力为正.或使dx微段有

顺时针转动趋势的剪力为正.

二、内力的符号规定
(Sign convention for internal 
force)

  使dx微段有左端向下而右端向上的相对错

动时,横截面m-m上的剪力为负.或使dx微段有

逆时针转动趋势的剪力为负.

dx
m

m

FS

FS
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m+ M M
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解：（1）求梁的支反力 FRA 和 FRB

例题5-1  图示梁的计算简图.已知 F1、F2,且 F2 > F1 ,尺寸a、b、

c和 l 亦均为已知.试求梁在 E 、 F 点处横截面处的剪力和弯

矩.
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左侧 梁段：向上的外力引起正值的剪力

向下的外力引起负值的剪力

右侧 梁段：向下的外力引起正值的剪力
向上的外力引起负值的剪力

三、计算规律 (Simple method for calculating 
shear-force and bending-moment)

1.剪力 (Shear force)
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
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i
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  不论在截面的左侧或右侧向上的外力均将引起正值的弯矩，而

向下的外力则引起负值的弯矩.

2.弯矩(Bending moment)

左侧梁段   顺时针转向的外力偶引起正值的弯矩

逆时针转向的外力偶引起负值的弯矩

右侧梁段  逆时针转向的外力偶引起正值的弯矩

顺时针转向的外力偶引起负值的弯矩
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5.3   剪力图和弯矩图
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剪力图为一倾斜直线

绘出剪力图
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解: （1）求梁的支反力

例5-6  图示的简支梁在C点处受集中荷载 F 作用.

试作此梁的剪力图和弯矩图.
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  因为AC段和CB段的内力方程不同，所以必须分段列剪力方程和

弯矩方程.

将坐标原点取在梁的左端
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例5-8  一简支梁受移动荷载 F 的作用如图所示.试求梁的最大

弯矩为极大时荷载 F 的位置.
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l
x

解 :先设F 在距左支座 A 为 x 的任

意位置.在此情况梁的最大弯矩为极大.

荷载在任意位置时，支反力为

l
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当荷载 F 在距左支座为 x 的任意位置 C 时，梁的弯矩为
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此结果说明，当移动荷载 F 在简支梁的跨中时，梁的最大弯矩

为极大.

得最大弯矩值

代入式将
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设梁上作用有任意分布荷载

其集度

一、弯矩、剪力与分布荷载集度间的微分关系

q = q (x)

规定 q (x)向上为正.

将 x 轴的坐标原点取在梁的左端.

x

y

q(x)

F M

在进行弯矩图和剪力图分析时，分段计算剪力方
程和弯矩方程，是比较麻烦的事。
利用弯矩、剪力、载荷集度之间关系，可以简化
这个过程，方便最大（小）弯矩、剪力的确定
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公式的几何意义

（1）剪力图上某点处的切线斜率等于该点处荷载集度的大小;

（2）弯矩图上某点处的切线斜率等于该点处剪力的大小;
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（3）根据q(x)＞0或q(x) ＜0来判断弯矩图的凹凸性.
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5. 最大剪力可能发生在集中力所在截面

的一侧;或分布载荷发生变化的区段上.

       梁上最大弯矩 Mmax可能发生在

FS(x) = 0 的截面上; 或发生在集中力所

在的截面上;或集中力偶作用处的一侧.

　

3. 在集中力作用处剪力图有突变,其突变

值等于集中力的值.弯矩图有转折.

4. 在集中力偶作用处弯矩图有突变，其突

变值等于集中力偶的值，但剪力图无变化.
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三、分布荷载集度、剪力和弯矩之间的积分关系
(Integral relationships  between load, 
shear force, and bending moment)

若在 x=x1 和 x= x2 处两个横截面无集中力则
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式中 M(x1)，M(x2)分别为在x=x1 和 x= x2处两个横截面上的弯矩.

等号右边积分的几何意义是 x1 , x2两个横截面间剪力图的面积.
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四、利用弯矩、剪力、载荷集度关系画图

1.当某一段梁上没有载荷作用时，该段梁的剪力图为
水平直线；弯矩图为斜直线，其斜率等于剪力值，即，
剪力大于0，弯矩图向上斜，剪力小于0，则向下倾斜
2.当某一段梁上作用均布载荷，则该段梁的剪力图是
斜直线，斜率等于均布载荷值，即，均布载荷大于0
（向上），则剪力向上斜，均布载荷小于0（向下），
则剪力图也向下倾斜；弯矩图为抛物线，抛物线开口
取决于均布载荷，若均布载荷大于0，则抛物线开口向
上，且若此时剪力也大于0，则抛物线为开口向上的右
半枝，若剪力小于0，则为左半枝；如均布载荷小于0，
则抛物线开口向下，且剪力大于0，为左半枝，剪力小
于0，为开口向下的右半枝



3.若梁上某点作用集中力，则该点的剪力图发生间
断，函数的间断值等于集中力大小，该力大于0，
则函数向上跳跃，力小于0，则函数向下跳跃；该
点的弯矩图出现拐点，函数连续而导数不连续。
4.若梁上某点作用有集中力偶，则该点的剪力图没
有影响；弯矩图发生间断，函数的间断值等于集中
力偶大小，若该力偶大于0，则弯矩函数向上跳跃，
力偶小于0，则弯矩函数向下跳跃



5.梁上某点的弯矩值，等于梁（左方）前一点
处的弯矩值加上剪力图在该2点之间所围的面积
6.剪力等于0处，对应于弯矩的某个极值
7.梁的最大弯矩，可能发生在下列点：极值点、
集中力偶作用点，左右端点



例5-9一简支梁受两个力F 作用,如图所示.已知 F= 25.3kN, 有

关尺寸如图所示.试用本节所述关系作剪力图和弯矩图.

解：（1）求梁的支反力

kΝ623R .F A  kN27R  BF

将梁分为 AC、CD、DB  三段.

每一段均属无载荷区段.
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（2）剪力图

每段梁的剪力图均为水平直线
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（4）对图形进行校核

在集中力作用的C,D 两点剪力图发

生突变,突变值F=25.3kN.而弯矩图

有尖角.

在AC段剪力为正值，弯矩图为向上

倾斜的直线.
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27

+

在CD和DB段，剪力为负值，弯矩

图为向下倾斜的直线.

最大弯矩发生在剪力改变正、负号的 

C截面.说明剪力图和弯矩图是正确的.
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解：支座反力为

FRA = 81 kN

FRB = 29 kN

MA = 96.5 kN·m

例5-12   用简易法作组合梁的剪力图和弯矩图.
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将梁分为  AE，EC， CD，DK，KB  五段。
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（2）弯矩图

AE，EC，CD 梁段均为向

上倾斜的直线
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中间铰链传递剪力(铰链

左,右两侧的剪力相等)；

但不传递弯矩(铰链处弯

矩必为零).
+

+
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5.4   静矩、惯性矩和惯性积
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其中   Ai —第 i个简单截面面积

1.组合截面静矩(The first moments of a composite 
area) 

2.组合截面形心(Centroid of a composite area)
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5.5   平行移轴公式
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二、组合截面的惯性矩 、惯性积( Moment of 

inertia & product of inertia for composite 

areas  ） 
组合截面的惯性矩，惯性积
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M一、纯弯曲构件横截面上的应力
    (Stresses in flexural members)

当梁上有横向外力作用时，一般情况下，梁

的横截面上既又弯矩M，又有剪力FS.
m

m



m

m

M

 所以，在梁的横截面上一般既有正应力，

又有切应力.

5.6  梁弯曲正应力计算与强度设计



二、分析方法  (Analysis method)

纯弯曲梁(横截面上只有M而无FS的情况)

平面弯曲时横截面 横力弯曲(横截面上既有FS又有M的情况)

+

+
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F
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Fa

F F
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数值仿真实验

1.变形现象（Deformation phenomenon )

纵向线

且靠近顶端的纵向线缩短，

靠近底端的纵向线段伸长.

相对转过了一个角度，

仍与变形后的纵向弧线垂直.

各横向线仍保持为直线，

各纵向线段弯成弧线，

横向线
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三、物理关系
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得到纯弯曲时横截面上正应力的计算公式:

zI
Myσ 

M为梁横截面上的弯矩；

y为梁横截面上任意一点到中性轴的距离；

Iz为梁横截面对中性轴的惯性矩.
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2.强度条件的应用(Application of strength condition)
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且梁横截面的中性轴一般也不是对称轴，所以梁的

σσ maxcmaxt  （两者有时并不发生在同一横截面上）
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 5.7 梁切应力计算与及强度条件
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应力状态分析与强度理论

第6章

返回总目录



 应力状态的基本概念 

 平面应力状态任意方向面上的应力 

 广义胡克定律 

 应变能与应变能密度  

第6章  应力状态分析与强度理论

 强度理论 

 结论与讨论



 低碳钢和铸铁的拉伸实验

  低碳钢和铸铁的扭转实验

问题的提出

 应力状态的基本概念 



低碳钢拉伸实验铸铁拉伸实验

 应力状态的基本概念 



为什么脆性材料扭转时沿45º螺旋面断开？

低碳钢扭转实验

 应力状态的基本概念 



   韧性材料与脆性材料扭
转破坏时，其试样断口有着
明显的区别。韧性材料试样
最后沿横截面剪断，断口比
较光滑、平整。 

    铸铁试样扭转破坏时沿
45°螺旋面断开，断口呈细
小颗粒状。 

应力状态的基本概念 



受力之前,表面的正方形

受拉后，正方形变成了矩形，直角没有改变。

 应力状态的基本概念 



    受力之前,在其表面画一斜置的正方形；受拉
后，正方形变成了菱形。

这表明：拉杆的斜截面上存在剪应力。

 应力状态的基本概念 



    受扭之前，圆轴表面为正圆。

       这表明，轴扭转时，其斜截面上存在着正
应力。 

    受扭后，变为一斜置椭圆，长轴方向伸长，
短轴方向缩短。这是为什么？

 应力状态的基本概念 



 x

 x y' '
 x '

x'

y'

拉中有剪

 x

 x

根据微元的局部平衡

 应力状态的基本概念 



 x y' '
 x '

x'

y'

剪中有拉

 yx

 xy

 yx

 xy

根据微元的局部平衡

 应力状态的基本概念 



      不仅横截面上存在应力，斜截面上也存在
应力；不仅要研究横截面上的应力，而且也要
研究斜截面上的应力。

 应力状态的基本概念 



 应力状态的基本概念 



横截面上的正应力分布 横截面上的剪应力分布

 应力状态的基本概念 



      微元平衡分析结果表明：即使同一点不同方向面上
的应力也是各不相同的，此即应力的面的概念。

 应力状态的基本概念 



哪一个面上？
  哪一点？

  哪一点？
哪个方向面？

       过一点、在不同方向面上应力的集合，称之为
这一点的应力状态（State of the Stresses of a Given 
Point）。

 应力状态的基本概念 



         应力状态分析（analysis of stress-state）是用平衡的方法，
分析过一点、在不同方向面上的应力以及这些应力之间的相互关
系，并确定这些应力中的极大值和极小值以及它们的作用面。

        与前几章中所采用的平衡方法不同的是，应力状态分析时的
平衡对象既不是整体杆或某一段杆，也不是微段杆或其一部分，
而是三个方向尺度均为小量的微元局部。

         此外，本章中除了采用平衡方法导出过一点所有方向面上应
力的解析表达式，还将采用与平衡解析式相比拟的方法，作为分
析和思考问题的一种手段，快速而有效地处理一些较为复杂的问
题，从而避免死背硬记繁琐的解析公式。 

应力状态分析方法

 应力状态的基本概念 



    微元及其各面上一
点应力状态的描述

微元（Element）

 描述一点应力状态的基本方法 

 应力状态的基本概念 



三向（空间）应力状态

yx

z

 x
 y

 z

 xy
 yx

 yz

 zy zx
 xz

 应力状态的基本概念 



( Plane State of      

       Stresses )

平面（二向）
   应力状态

x

y

 x

 y

 yx

 xy

 应力状态的基本概念 



单向应力状态
( One Dimensional State  of  

Stresses )
( Shearing State of Stresses )

 应力状态的基本概念 



单向应力状态

纯剪应力状态

 应力状态的基本概念 



 应力状态的基本概念 

 平面应力状态任意方向面上的应力 

 广义胡克定律 

 应变能与应变能密度  
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 强度理论 

 结论与讨论



 x

 x

 x

 x

平面应力状态任意方向面上的应力 





 yx

 xy

剪应力

平面应力状态任意方向面上的应力 



y

x
q

方向角q

平面应力状态任意方向面上的应力 



平面应力状态任意方向面上的应力 

x

xy

y

yx

任意方向面



n



n

xx

xy

y

yx







 平衡对象

 平衡方程

 y

 yx

 参加平衡的量

dA

x

 xy

平面应力状态任意方向面上的应力 









 xy

 y

 yx

dA

 
x

平面应力状态任意方向面上的应力 




 xy

 y

 yx

dA




x

平面应力状态任意方向面上的应力 



平面应力状态任意方向面上的应力 



例 题 1 

    分析轴向拉伸杆件的最大剪应力的作用面，说明低碳钢
拉伸时发生屈服的主要原因。 

x'

y'

 x  x

    杆件承受轴向拉伸时，其上
任意一点均为单向应力状态。 

        根据平面应力状态任意斜截
面上的正应力和剪应力公式

平面应力状态任意方向面上的应力 



         根据平面应力状态任意斜截
面上的正应力和剪应力公式

在本例的情形下，y＝0，yx＝0。 

n

t

 x  x

平面应力状态任意方向面上的应力 



    根据这一结果，当θ＝45º时，
斜截面上既有正应力又有剪应力，其
值分别为 

        不难看出，在所有的方向面中，45º斜截面上的正应力不是最
大值，而剪应力却是最大值。

    这表明，轴向拉伸时最大剪应力发生在与轴线夹45º角的斜面
上，这正是低碳钢试样拉伸至屈服时表面出现滑移线的方向。因
此，可以认为屈服是由最大剪应力引起的。 

n

t

 x  x

平面应力状态任意方向面上的应力 



例 题 2 
    分析圆轴扭转时最大剪应力的作用面，说明铸铁圆试样
扭转破坏的主要原因。

    圆轴扭转时，其上任意一点
的应力状态为纯剪应力状态。 

        根据平面应力状态任意斜截
面上的正应力和剪应力公式

 yx

 xy

n

t

平面应力状态任意方向面上的应力 



根据平面应力状态任意斜截面上的正应力和剪应力公式

在本例的情形下，x＝y＝0 。 

 yx

 xy

n

t

平面应力状态任意方向面上的应力 



    可以看出，当θ＝45º或θ＝－45º
时，斜截面上只有正应力没有剪应力。
θ＝45º时(自x轴逆时针方向转过45º)，
压应力最大；θ＝－45º时(自x轴顺时
针方向转过45º)，拉应力最大 ：

        进行铸铁圆试样扭转实验时，正是
沿着最大拉应力作用面（即－45º螺旋
面）断开的。因此，可以认为这种脆性
破坏是由最大拉应力引起的。 

 yx

 xy

n

t

 平面应力状态任意方向面上的应力 



 应力状态的基本概念 

 平面应力状态任意方向面上的应力 

 广义胡克定律 

 应变能与应变能密度  

第6章  应力状态分析与强度理论

 强度理论 

 结论与讨论



    剪应力＝0的方向面，称为主平面（principal plane），其
方向角用p表示。 

应力状态中的主应力与最大剪应力 



  将上式对 求一次导数，并令其等于零，有 

由此解出的角度

角度 与P 具有完全一致的形式。这表明，主应力具有极值的性
质，即当坐标系绕z轴(垂直于xy坐标面)旋转时，主应力为所有坐
标系中正应力的极值。 

应力状态中的主应力与最大剪应力 



应力状态中的主应力与最大剪应力 



    需要指出的是，对
于平面应力状态，平行
于xy坐标面的平面，其
上既没有正应力，也没
有剪应力作用，这种平
面也是主平面。这一主
平面上的主应力等于零。 

应力状态中的主应力与最大剪应力 



应力状态中的主应力与最大剪应力 



     以后将按三个主应力代数值由大到小顺序排列，并分别用

表示，即

应力状态中的主应力与最大剪应力 



    根据主应力的大小与方向可以确定材料何时发
生失效或破坏，确定失效或破坏的形式。因此，可
以说主应力是反映应力状态本质的特征量。

应力状态中的主应力与最大剪应力 



 y
 yx

 xy
 xx

y
 x y' '

 y'
 y x' '

 x'

x'
y'   Py

  Px

yp

xp

    因此，同一点的应力状态可以有无穷多种表达形式。在无穷
多种表达形式中有没有一种简单的、但又能反映一点应力状态本
质的表达形式？ 

应力状态中的主应力与最大剪应力 



    根据上述结果，原来用x、y、xy和yx表示的应力状态，
现在可以用主应力表示。

    显然，用主应力表示的应力状态要比用一般应力分量表
示的应力状态简单。用主应力表示一点处的应力状态可以说
明某些应力状态表面上是不同的，但实质是相同的，即其主
应力和主方向都相同。 

 y
 yx

 xy
 xx

y
 

 

应力状态中的主应力与最大剪应力 



由此得出另一特征角，用s表示

对求一次导数，并令其等于零，得到 

    与正应力相类似，不同方向面上的剪应力亦随着坐标的旋
转而变化，因而剪应力亦可能存在极值．为求此极值，将

应力状态中的主应力与最大剪应力 



得到 的极值 

    需要特别指出的是，上述剪应力极值仅对垂直于xy坐标面
的方向面而言，因而称为面内最大剪应力（maximum shearing 
stresses in plane）与面内最小剪应力。二者不一定是过一点的
所有方向面中剪应力的最大和最小值。 

应力状态中的主应力与最大剪应力 



    为确定过一点的所有方向面上的最大剪应力，可
以将平面应力状态视为有三个主应力（σ1、σ2、σ3）
作用的应力状态的特殊情形，即三个主应力中有一个
等于零。 

    考察微元三对面上分别作用着三个主应力

（σ1>σ2>σ3  0）的应力状态。 

应力状态中的主应力与最大剪应力 



     考察微元三对面上分
别 作 用 着 三 个 主 应 力
（σ1>σ2>σ30）的应力
状态。 

应力状态中的主应力与最大剪应力 



σx=σ3,σy=σ2，τxy＝0   22 4
2
1

xyyx 






＝

这就是Ⅰ组方向面内的最大剪应力。

2 3

2
 

  －
＝

    在平行于主应力σ1方向的任意方向面Ⅰ上，正应力和剪应力都
与σ1无关。因此，当研究平行于σ1的这一组方向面上的应力时，所
研究的应力状态可视为一平面应力状态： 

应力状态中的主应力与最大剪应力 



    在平行于主应力σ2方向的任意方向面Ⅱ
上，正应力和剪应力都与σ2无关。因此，当
研究平行于σ2的这一组方向面上的应力时，
所研究的应力状态可视为一平面应力状态： 

σx=σ1,σy=σ3，τxy＝0。 

  22 4
2
1

xyyx 






＝

1 3

2
 

  －
＝

这就是Ⅱ组方向面内的最大剪应力。

 应力状态中的主应力与最大剪应力 



σx=σ1,σy=σ2，τxy＝0。 

  22 4
2
1

xyyx 






＝

1 2

2
   －

＝

    在平行于主应力σ3方向的任意方
向面Ⅲ上，正应力和剪应力都与σ3无
关。因此，当研究平行于σ3的这一组
方向面上的应力时，所研究的应力状
态可视为一平面应力状态： 

这就是Ⅲ组方向面内的最大剪应力。

 应力状态中的主应力与最大剪应力 



    一点应力状态中的最大剪应力，必然是上述三者
中最大的，即 

 应力状态中的主应力与最大剪应力 



    薄壁圆管受扭转和拉伸同时作用（如图所示）。已知圆
管的平均直径D＝50 mm，壁厚δ＝2 mm。外加力偶的力
偶矩Me＝600 N·m，轴向载荷FP＝20 kN。薄壁管截面的
扭转截面系数可近似取为     

2
π 2

P
dW ＝

1．圆管表面上过D点与圆管母线夹角为30º的斜截
                   面上的应力；
              2.  D点主应力和最大剪应力。 

应力状态中的主应力与最大剪应力 



取微元，确定微元各个面上的应力

     围绕D点用横截面、纵截面和圆柱面截取微元。

    利用拉伸和圆轴扭转时横截面上的正应力和剪应力公
式计算微元各面上的应力： 

应力状态中的主应力与最大剪应力 



取微元，确定微元各个面上的应力

    利用拉伸和圆轴扭转时横截面上的正应力和剪应力公
式计算微元各面上的应力： 

3
P P

-3 -3

20kN 10 63 7MPa
π π 50mm 10 2mm 10

.F F
A D





   

＝ ＝ ＝ ＝

 22 -3 -3
P

2 2 600N m 76 4MPa
π π 50mm 10 2mm 10

.xM Me
W d




 

   
＝ ＝ ＝ ＝

应力状态中的主应力与最大剪应力 



求斜截面上的应力 

在本例中有：
      σx＝63.7 MPa，σy＝0，
      τxy＝一76.4 MPa，θ＝120º。 

cos2 sin2
2 2

x y x y
xy

   
   

＋ －
＝ ＋ －

sin2 cos2
2

x y
xy

 
   

－
＝




 2sin2cos
2230 xy

yxyx －
－

＋
＋

＝

     
MPa350

1202sinMPa4761202cos
2

0MPa763
2

0MPa763

.

...

＝－

－＋＋＝  


应力状态中的主应力与最大剪应力 



求斜截面上的应力 

在本例中有：
      σx＝63.7 MPa，σy＝0，
      τxy＝一76.4 MPa，θ＝120º。 

cos2 sin2
2 2

x y x y
xy

   
   

＋ －
＝ ＋ －

sin2 cos2
2

x y
xy

 
   

－
＝




 2cos2sin
230 xy

yx 
－

＝

     
MPa710

1202cosMPa4761202sin
2

0MPa763

.

..

＝

＝  

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确定主应力与最大剪应力 

  22 4
2
1

2 xyyx
yx 


 


＝

   
MPa6114

MPa47640MPa763
2
1

2
0MPa763 22

.

...

＝

＝ 


  22 4
2
1

2 xyyx
yx 


 


＝

   
MPa950

MPa47640MPa763
2
1

2
0MPa763 22

.

...






＝

＝

0＝ 
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确定主应力与最大剪应力

114 6MPa. ＝ 50 9MPa.  ＝ 0＝ 

根据主应力代数值大小顺序排列，D点的三个主应力为

1 114 6MPa.   ＝

3 50 9MPa.   ＝

2 0   ＝

D点的最大剪应力为 

 1 3
max

114.6MPa 50.9MPa
82.75MPa

2 2
 


－ －－

＝ ＝ ＝

应力状态中的主应力与最大剪应力 



例 题 4 应力状态如图所示。

1.确定主应力 

应用平面应力状态主应力公式 

1．写出主应力1、2、3的表达式；  
            2．若已知x＝63.7 MPa，xy=76.4  
                MPa，当坐标轴x、y反时针方向 
                旋转=120后至x′、y ′ ，求:    
                x′、τx′y′ 。

 2 21 4
2 2

x y
x y xy

 
   


    

 2 21 4
2 2

x y
x y xy

 
   


    

应力状态中的主应力与最大剪应力 



1.确定主应力

应用平面应力状态主应力公式 

因为y＝0，所以有

04
2
1

2
22  xyx

x 


 ＝ 04
2
1

2
22  xyx

x 


 ＝

又因为是平面应力状态，故有

0

 2 21 4
2 2

x y
x y xy

 
   


    

 2 21 4
2 2

x y
x y xy

 
   


    
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于是，根据1＞2＞3的排列顺序，得 



















22
3

2

22
1

4
2
1

2

0

4
2
1

2

xyx
x

xyx
x













＝

＝

＝

04
2
1

2
22  xyx

x 


 ＝

04
2
1

2
22  xyx

x 


 ＝

0
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2.计算方向面法线旋转后的应力分量 

        将已知数据x＝63.7 MPa，y＝0，
xy＝－yx=76.4 MPa，=120等代入任
意方向面上应力分量的表达式 ，求得：

   6 6

6

63 7 0 10 cos 2 120 2 76 4 10 sin 2 120
2

82.1 10 Pa 82.1MPa

x 
         

  

 . .

   6 663 7 0 10 sin 2 120 76 4 10 cos 2 120
2xyτ  

         
 . .

MPa865Pa10865 6 .. 

应力状态中的主应力与最大剪应力 



三向应力状态如图所
示，图中应力的单位为MPa。

例 题 5

主应力及微元内的最
大剪应力。

应力状态中的主应力与最大剪应力 



故微元上平行于  的方向面上的应力值与   无关。因此，
当确定这一组方向面上的应力，以及这一组方向面中的主
应力  和  时，可以将所给的应力状态视为平面应力状态。 

 

   

 

所给的应力状态中有一个主应力是已知的，即

60MPa  

应力状态中的主应力与最大剪应力 



这与 中的平面应力状态相类似。于是， 中所
得到的主应力    和     公式可直接应用   

04
2
1

2
22  xyx

x 


 ＝

04
2
1

2
22  xyx

x 


 ＝

所给的应力状态中有一个主应
力是已知的，即

60MPa  
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  本例中 x=－20 Mpa，xy=
－40 MPa。据此，求得 

     
6

2 26 620 10 1 20 10 4 40 10 Pa=31.23MPa
2 2


  

        
  

     
6

2 26 620 10 1 20 10 4 40 10 Pa 51.23MPa
2 2


  

          
  

60MPa  

04
2
1

2
22  xyx

x 


 ＝

04
2
1

2
22  xyx

x 


 ＝

应力状态中的主应力与最大剪应力 



根据123的排列顺序，可以写出 

MPa2351
MPa2331

MPa60

3

2

1

.
.









微元内的最大剪应力 

55.6MPaMPa1055.6Pa
2

1023511060
2

6
66

31
max 







 





.
τ

     
6

2 26 620 10 1 20 10 4 40 10 Pa=31.23MPa
2 2


  

        
  

     
6

2 26 620 10 1 20 10 4 40 10 Pa 51.23MPa
2 2


  

          
  

60MPa  

应力状态中的主应力与最大剪应力 



 应力状态的基本概念 

 平面应力状态任意方向面上的应力 

 广义胡克定律 

 应变能与应变能密度  

第6章  应力状态分析与强度理论

 强度理论 

 结论与讨论



1

1

 ——泊松比

广义胡克定律

x
x E

  x
y x E


     



三向应力状态的广义胡克定律——叠加法

广义胡克定律



xy

y

x

对于平面应力状态，广义胡克定律为

广义胡克定律



    这表明，对于各向同性材料，三个弹性常数
中，只有两个是独立的。 

广义胡克定律



 平面应力状态应力圆分析  

第6章  应力状态分析与强度理论



cos2 sin2
2 2

x y x y
xy

   
   

＋ －
＝ ＋ －

平面应力状态应力圆分析

sin2 cos2
2

x y
xy

 
   

－
＝

移项，整理得 

2 2 2 2( ( ) +
2 2

x y x y
xy 

   
  

＋ －
- )＋

该圆称为应力圆，圆心
2

x y
a

 


＋
＝

2 2( )
2

x y
xyR

 



＝半径



 应力状态的基本概念 

 平面应力状态任意方向面上的应力 

 广义胡克定律 

 应变能与应变能密度  

第6章  应力状态分析与强度理论

 强度理论 

 结论与讨论
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2

ε 222
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E
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2
2

ε 222
1 εE

E
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2
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1 2
2

v σ σ σ σ σ σ
E

   

 ε dVv v v



(a)

1 

2 

3

(b)

m 

m 

m=(1+ 2+ 3)/3
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1 2
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 应力状态的基本概念 
 平面应力状态任意方向面上的应力 

 广义胡克定律 

 应变能与应变能密度  

第7章  应力状态分析与强度理论

 强度理论 
 强度理论应用举例 

 结论与讨论
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 应力状态的基本概念 
 平面应力状态任意方向面上的应力 

 广义胡克定律 

 应变能与应变能密度  

第6章  应力状态分析与强度理论

 关于脆性断裂的强度理论 
 关于屈服的强度理论 
 强度理论应用举例 
 结论与讨论



例 题 1

铸铁构件上危险点
的应力状态。铸铁拉伸许用应
力[] =30MPa。

该点的强度。

强度理论应用举例 



首先根据材料和应力状
态确定失效形式，选择设计准
则。

        脆性断裂，由第一强度理
论

max= 1 [] 

其次是确定主应力

强度理论应用举例 



  22 4
2
1

2 xyyx
yx 


 




  22 4
2
1

2 xyyx
yx 


 




0

其次是确定主应力

强度理论应用举例 



最后应用第一强度理论校核强度

1＝29.28MPa,
2＝3.72MPa,  
3＝0               

max= 1= 29.28MPa < [] = 30MPa

危险点的强度是安全的。

强度理论应用举例 



 和。
第三强度理论和第

四强度理论的表达式。

强度理论应用举例 



确定主应力

22
1 4

2
1

2
 

22
3 4

2
1

2
  －

02 

强度理论应用举例 



根据第三强度理论得到

根据第四强度理论得到

22
31r3 4 

      2
13

2
32

2
21r4 2

1   22 3 

建立强度条件表达式

22
1 4

2
1

2
 

22
3 4

2
1

2
  －

02 

强度理论应用举例 



 应力状态的基本概念 
 平面应力状态任意方向面上的应力 

 广义胡克定律 
 应变能与应变能密度  

第6章  应力状态分析与强度理论

 强度理论概述 
 关于脆性断裂的强度理论 
 关于屈服的强度理论 
 强度理论应用举例 
 结论与讨论



 关于应力状态的几点重要结论 

结论与讨论



结论与讨论



 平衡方法是分析应力状态
   最重要、最基本的方法 

结论与讨论



A

A

    关于A点的应力状态有多种答案，请用平衡的
概念分析哪一种是正确的？



论证A－A截面将
不再保持平面。

A

A

论证A－A截面上
必然存在剪应力，而
且是非均匀分布的；



 关于应力状态的不同的表示方法 

结论与讨论



    请分析图示四种应力状态中，哪几种是等价的?

0

45ｏ

0 0 

0 

0 

45ｏ

0 

0 

结论与讨论



 注意区分两种最大剪应力 

结论与讨论



    注意区分面内最大剪应力与所有方向面中的最大剪应
力—— 一点处的最大剪应力

2
31

max







结论与讨论



最大剪应力x'y'

x'o

a

d

c b
e 2p

1

  2

τ

3σ

max

2
31

max







结论与讨论



 正确应用广义胡克定律 

结论与讨论



请判断下列论述的正确性：

 有应力一定有应变

 有应力不一定有应变

 有应变不一定有应力

 有应变一定有应力

结论与讨论



 要注意不同强度理论的适用范围 

结论与讨论



  大多数韧性材料在一般应力状态下发生塑性
      屈服；

  大多数脆性材料在一般应力状态下发生脆性
      断裂；

结论与讨论



球铰链——空间三正交分力

止推轴承——空间三正交分力

（2）柔索约束——张力
T

F


（4）滚动支座——    ⊥光滑面N
F


（3）光滑铰链——

, ,Ay Ax AF F M

（1）光滑面约束——法向约束力
N

F


总结

（5）固定端约束——

,Ay AxF F



平面任意力系平衡的充要条件是：

力系的主矢和对任意点的主矩都等于零

2.3  力系的平衡与应用

  =+= )()()( 22

R iOOyx
FMMFFF因为

1.平面任意力系的平衡方程

0
R
=F 0=OM



平面任意力系平衡的解析条件是：所有各力在两

个任选的坐标轴上的投影的代数和分别等于零，以

及各力对于任意一点的矩的代数和也等于零.

0

0

0

x

y

O

F

F

M

 =


=


=







平面任意力系的平衡方程

一般式



平面任意力系的平衡方程另两种形式

二矩式









=

=

=







0

0

0

B

A

x

M

M

F

两个取矩点连线，不得与投影轴垂直



三矩式









=

=

=







0

0

0

C

B

A

M

M

M

三个取矩点，不得共线



2.平面平行力系的平衡方程

 = 0
x

F 0000 =+++ 

 = 0
x

F 0c o sc o sc o s 321 =++− θFθFθF

 = 0
y

F 0s ins ins in 321 =++− θFθFθF



两点连线不得与各力平行




=

=





0

0

B

A

M

M

各力不得与投影轴垂直





=

=





0

0

A

y

M

F

平面平行力系的方程为两个，有两种形式



例2-2

 = 0
x

F

 = 0
y

F

c o s 4 5 0A x CF F+ =

0AM =
解得 k N1 0,k N2 0,k N2 8.2 8 −=−== A yA xC FFF

已知： kN10, === FlCBAC

求： 铰链 和 杆受力.A DC

解： 取 梁，画受力图.AB

045sin =−+ FFF CAy



0245cos =− lFlFC





例2-4

 = 0
x

F

0AM =

 = 0
y

F

0A xF =

4 2 2 0BF a M P a q a a − −  −   =

3 1

4 2
BF P qa= +

2 0A y BF q a P F−  − + =

3

4 2
A y

P
F qa= +

已知： 。qaMaqP =,,,

求： 支座 处的约束力.BA,

解：取 梁，画受力图.AB





仍为平衡问题，仍然使用平衡方程求解，但由于增加

了摩擦力（约束力），需要增加相应的补充方程，求解步

骤与前面基本相同．

2 严格区分物体处于临界、非临界状态；

3 因 ，问题的解有时在一个范围内．maxFF  s0

1 画受力图时，必须考虑摩擦力；

考虑滑动摩擦时物体的平衡问题

几个新特点



求：物块是否静止，摩擦力的大小和方向．

已知： 。,N1500=P ,2.0s =f ,18.0d =f 400F = N

例2-21



物块处于非静止状态．

,N8.269Ndd == FfF 向上．

Nsmax
FfF = N8.299=而

N1499
N
=FN6.403

s
−=F (向上)

解： 取物块，画受力图，设物块平衡

030sin30cos0
s
=−−= FPFF

x

030cos30sin0
N
=+−−= FPFF

y



已知： .,,
s

fP 

水平推力 的大小．求：使物块静止， F


例2-22



画物块受力图

推力为使物块有上滑趋势时， 1F


解：

P
θfθ

θfθ
F

sincos

cossin

s

s

1
−

+
=

Nsmax FfF =

0sincos max1 =−− FPF 0= xF

0cossin N1 =+−− FPF 0= yF



设物块有下滑趋势时，推力为 2F


画物块受力图

0= xF 0'sincos max1 =+− FθPθF

0= yF 0'cossin N1 =+−− FθPθF

'' Nsmax FfF =

P
f

f
F





sincos

cossin

s

s
1

+

−
=

P
f

f
FP

f

f









sincos

cossin

sincos

cossin

s

s

s

s

−

+


+

−



例题3-3   简易起重设备中，AC杆由两根 80807等边角钢组

成，AB杆由两根 10号工字钢组成. 材料为Q235钢，许用应

力[]=170MPa  .求许可荷载 [F].

A

B

C

F

30
。



结点A的平衡方程为

由型钢表查得

F

A x

y

FN1

FN2

30。

0300 1 =−= FFFy


sinN

00 12 =−= 
cos30NN FFFx

得到

FF

FF

7321

2

2

1

.N

N

=

=

2

2

m

m

6

2

6

1

10286021430

10217221086

−

−

==

==

A

A



（2） 许可轴力为

（3）各杆的许可荷载

（4） 结论：许可荷载 [F]=184.6kN

AF ][maxN 

FF

FF

732.1

2

2N

1N

=

=

kN.][][ N 2436911 == AF 

kN.][][ N 2048622 == AF 

kN.
][ N 6184

2

1
1 ==

F
F kN.

.

][ N 7280
7321

2
2 ==

F
F



例题3-5  图示为一变截面圆杆ABCD.已知F1=20kN，F2=35kN

F3=35kN. l1=l3=300mm，l2=400mm. d1=12mm，d2=16mm，d3=24mm. 

试求：

（1） Ⅰ-Ⅰ、Ⅱ-Ⅱ、III-III截面的轴力并作轴力图

（2） 杆的最大正应力max

（3） B截面的位移及AD杆的变形

F1

F2

F3

Ⅰ

Ⅰ

Ⅱ

Ⅱ

Ⅲ

Ⅲ

l1l2l3

A
BC

D



解：求支座反力 FRD = -50kN

F1F2
F3

Ⅰ

Ⅰ

Ⅱ

Ⅱ

Ⅲ

Ⅲ
l1l2l3

A
BC

D

FRD

（1）Ⅰ-Ⅰ、Ⅱ-Ⅱ、III-III

截面的轴力并作轴力图
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)(kN20
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1N1
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FF
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F1FN2

F1
F2

F3

Ⅰ

Ⅰ

Ⅱ

Ⅱ

Ⅲ

Ⅲ

l1l2l3

A
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D

FRD
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2N21

−−=
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F
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FRD FN3

)(kN50

0

3N
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FN2 =-15kN （-）

FN1 =20kN （+）

FN3 =- 50kN （-）

15

+

-

20

50

F1
F2

F3

Ⅰ

Ⅰ

Ⅱ

Ⅱ

Ⅲ

Ⅲ

l1l2l3

A
BC

D

FRD



（2） 杆的最大正应力max

AB段

DC段

BC段

FN2 =-15kN  ( - )

FN1 =20kN （+）

FN3 =- 50kN ( - )

F1F2
F3

Ⅰ

Ⅰ

Ⅱ

Ⅱ

Ⅲ

Ⅲ
l1l2l3

A
BC

D

FRD

)(MPa.N +== 8176
1

1

A

F
AB

)(MPa.N −== 674
2

2

A

F
BC

)(MPa.N −== 5110
3

3

A

F
DC

max = 176.8MPa  

  发生在AB段.



（3） B截面的位移及AD杆的变形

F1F2
F3

Ⅰ

Ⅰ

Ⅱ

Ⅱ

Ⅲ

Ⅲ
l1l2l3

A
BC

D

FRD

m102.53Δ
4-N ==

1

11

EA

lF
lAB m101.42Δ

4-N −==
2

22

EA

lF
lBC

m101.58Δ
4-N −==

3

33

EA

lF
lCD

-0.3mmΔΔ =+= BCCDB llu

mm10-0.47ΔΔΔΔ
4-=++= CDBCABAD llll



例题3-13  一销钉连接如图所示，

已知外力 F=18kN,被连接的构件

A 和 B 的厚度分别为 d=8mm 和

d1=5mm ,销钉直径 d=15mm ,

销钉材料的许用切应力为

[] = 60MPa ,许用挤压应力为

[bs]= 200MPa .试校核销钉的强度.

1

F

F

A

1

B

d



1

F

F

A

1

B

d

解: （1）销钉受力如图b所示

d

2

F

2

F

F剪切面

挤压面



d

2

F

2

F

F

挤压面
F

FS FS

（2）校核剪切强度

2
S

F
F =

由截面法得两个面上的剪力

剪切面积为 =
2

4

d
A



  == MPa51S

A

F

（3）挤压强度校核

这两部分的挤压力相等，故应取长
度

为d的中间段进行挤压强度校核.  

1 2 

 bs

bs

bs MPa  === 150
td

F

A

F
故销钉是安全的.

剪切面



D

d

h

F

（1）销钉的剪切面面积 A

（2）销钉的挤压面面积 Abs 

思考题



挤压面

D

d

h

F

挤压面

剪切面

2 2

bs

π( )

4

D d
A

−
=



d

πA dh=



4.2  外力偶矩的计算

从动轮 主动轮 从动轮

一、外力偶矩的计算

Me—作用在轴上的力偶矩( N · m )

P—轴传递的功率(kW)    

n—轴的转速( r/min )

 
 

 
/

= kW
e N m

r min

9 549
P

M
n

n
Me2 Me1 Me3









( )
 max 3 4

32

1

C CM M

W D
 


= = 

−  
44

3 6 3

32 32 2625
1 = 1 =0.6466

150 10 0.06

CM

D


  


 − −

 

max max 0.6466 60=38.8mmd D= = 



0, 2 12 1 6 3 0BA
M F=  −  −  =

y
0, + 12 6 0A BF F F=  − − =

15kNBF = 3kNAF =



（1）当中性轴为对称轴时

矩形截面

实心圆截面

空心圆截面

32

π
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64/π

2/

34
d

d
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d

I
W z ===

62/

12/
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23
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I
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d
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D
W =−=           )1(

32

π 4
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

b

h

z

y

z

d

y

z

D
d

y



平面应力状态的普遍形式如图所示 .单元体上有x ,xy 和 y , yx

§6-2 平面应力状态分析-解析法

（Analysis of plane stress-state）

x

x

y

z

y

xy

yx

x

y

xy

yx



二、最大正应力及方位
（Maximum normal stress and it’s direction）

1.最大正应力的方位（The direction of maximum normal stress ）

令















22
2

22
22

cossin

sincos

xy

yx

xy

yxyx

+
−

=

−
−

+
+

=

0]2cos2sin
2

[2
d

d
=+

−
−= 






xy

yx

= −
−

0

2
tan2

xy

x y




  



+ 
900

0




0 和 0+90°确定两个互相垂直的平面,一个是最大正应力
所在的平面,另一个是最小正应力所在的平面.



2.最大正应力（Maximum normal stress）

将 0和 0+90°代入公式




 22
22

sincos xy

yxyx
−

−
+

+
=

得到max和min (主应力）

22

22
xy

yxyx







+

−


+
=





)(
min

max

下面还必须进一步判断0是x与哪一个主应力间的夹角



（1）当x> y 时,0 是x与max之间的夹角

（2）当x<y 时,0 是x与min之间的夹角

（3）当x=y 时,0 =45°,主应力的方向可由单元体上切应

力情况直观判断出来

则确定主应力方向的具体规则如下

若约定 | 0 | < 45°即0 取值在±45°范围内

大对大；小对小；相等看着找。



例题4  简支梁如图所示.已知 m-m 截面上A点的弯曲正应力和

切应力分别为 =-70MPa, =50MPa.确定A点的主应力及主平面

的方位.

A





m

m

a

l


A



解： 把从A点处截取的单元体放大如图

50070 ==−= xyyx  ,,



因为 x < y ，所以 0= 27.5°与min对应

429.1
0)70(

5022
2tan 0 =
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
−=

−
−=
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
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−
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+
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
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)(
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max

96

26

22
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xy

yxyx








MPa,,MPa 96026 321 −=== 

1

31
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§6-3 平面应力状态分析-图解法

(Analysis of plane stress-state with 

                     graphical means)

    cossin

 sincos















22
2

22
22

xy

yx

xy

yxyx

+
−

=

−
−

=
+

−

一、莫尔圆（Mohr’s circle）

将斜截面应力计算公式改写为

把上面两式等号两边平方,然后相加便可消去,得



2222

22
xy

yxyx






  +

−
=+

+
− )()(

因为x ,y ,xy 皆为已知量,所以上式是一个以,为变量的

圆周方程.当斜截面随方位角 变化时,其上的应力 ,  在 - 直

角坐标系内的轨迹是一个圆.

1.圆心的坐标
（Coordinate of  circle center）

),( 0
2

yx
C

 +

2.圆的半径（Radius of circle） 22

2
xy

yx
R 


+

−
= )(

此圆习惯上称为 应力圆（ plane stress circle）,或称为莫
尔圆（Mohr’s circle）



已知受力物体内某一点处三个主

应力1, 2, 3

利用应力圆确定该点的最大正应

力和最大切应力.

一、 空间应力状态下的最大正应力和最大切应力
(the maximum normal stress and shear stress in three-

dimensional stress-state)

§6-5  三向应力状态分析
（analysis of three-dimensional stress-state）

3

1

2

2

3

1




A

1



O

2

BC

3

结论

三个应力圆圆周上的

点及由它们围成的阴影部

分上的点的坐标代表了空

间应力状态下所有截面上

的应力

该点处的最大正应力

（指代数值）应等于最大

应力圆上A点的横坐标1

1 =max




A

1



O

2

BC

3

最大切应力则等于最

大的应力圆的半径

最大切应力所在的

截面与 2 所在的主平面

垂直,并与1和3所在的

主平面成45°角.

)(
2

1
31max  −=



一、强度理论的概念（Concepts of failure criteria)

1.引言 (introduction)

§6-7 强度理论(The failure criteria)

轴向拉压 ][maxN
max σ

A

F
σ =

弯曲 ][max
max σ

W

M
σ

z

=

剪切 ][S  =
A

F

扭转 ][
t

max
max  =

W

T

弯曲 ][
*

maxmaxS
max  


=

bI

SF

z

z

切应力强度条件

（strength condition for

 shear stress）

正应力强度条件

（strength condition for 

normal stress）



六、相当应力（Equivalent  stress）

把各种强度理论的强度条件写成统一形式

r 称为复杂应力状态的相当应力.

])()()[(
2
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2
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2
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214r

313r

3212r
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σσσσσσσ
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= 

][r σ



二、莫尔强度理论（Mohr’s failure criterion）

公式推导

M
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O O1
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F
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=代入

][
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][
t3

c

t
1 




 −强度条件

任意一点的应力圆若与极限曲线

相接触,则材料即将屈服或剪断.
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