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1浙江理工大学 2015—2016学年第 1学期《线性代数 B》期末 A卷

一 选择题（每小题 4分，共 24分）

D C A C B B

二 填空题（本题共 6题，每小题 4分，共 24分）

1. E 2. 3 3. -17，-12 4. 3 5.
27
16

 6.


















022
202

220

三 计算题

1 解：

4

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

x x x
x x x

D x
x x x
x

   
     

 
   
   

4 3
2

1 0 0
1 0 0

( 1)
1 0 0
1 0 0 0

x
x

x x x x x
x



       4x ． .......(7 分）

2 解：由 BAAB 2 得， ABEA  )2( 。因为

 






































322100
234010
225001

410210
011011
103101

   2 rAEA ，

所以，






















322
234
225

B 。 .......(8 分）

3 解：(1)由向量 1 ， 2 的对应分量不成比例知 1 ， 2 线性无关。 .......(2 分）

(2)  










































00000
44000

01110
12301

061424
25712
11031

12301

,,,, 54321
r ,

故包含 1 ， 2 的一个极大线性无关组为 1 ， 2 ， 5 。 .......(6 分）

(3) 继续作初等行变换，
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






































00000
11000
01110
01301

00000
44000

01110
12301

r
，

所以， 213 3   ， 5214   。 .......(9 分）

4 解：系数行列式为 )10()1(
542

452
222

2 










。

(1) 因此，当 1 ， 10 时，方程组有唯一解。 .......(4 分）

(2) 当 10 时，对增广矩阵作初等行变换，










































27000
9990

2
11

2
521

11542
2452
1228

r
，

所以，方程组无解。 .......(6 分）

(3) 当 1 时，对增广矩阵作初等行变换，















 






















0000
0000
1221

2442
2442
1221

r
，

则其齐次线性方程组的基础解系为  T0,1,21  ，
T)1,0,2(2  。

而非齐次方程组的一个特解是
T)0,0,1( ，所以，通解为

2211  ccX  ，其中， 1c ， 2c 为任意常数。 .......(10 分）

5 解：矩阵 A的特征多项式

)6()3(
142

412
222

|| 2 




 





 AE ，

所以， A的特征值为 31  ， 62  。

对于 31  ，解齐次线性方程组 0)3(  xAE ，得其基础解系

 T0,1,21  ，  T1,0,22  。

对于 62  ，解齐次线性方程组 0)6(  xAE ，得其基础解系

 T2,2,13  。 .......(7 分）



第 3 页 共 15 页

把向量组 21, 正交化，有  T0,1,21  ，

T







  1,

5
4,

5
2

2 。

再将 321 ,,  单位化，得

T









 0,

5
1,

5
2

1 ，

T











53
5,

53
4,

53
2

2 ，

T









3
2,

3
2,

3
1

3 。

令矩阵  





























3
2

53
50

3
2

53
4

5
1

3
1

53
2

5
2

,, 321 Q ，则





















600
030
003

1AQQ

.......(10 分）

四 证明题（每小题 4 分，共 8 分）

1 证明：由 0)3)(2(652  EAEAEAA ，得

0)3()2(  EAREAR 。 .......(2 分）

另一方面，

)3()2()3()2( AEREAREAREAR 

))3()2(( AEEAR 

nER  )(

所以， nEAREAR  )3()2( 。 .......(4 分）

2 证明：因为 EAAT  ， 1||||  TAA ，所以

|||||)(||)(||||| AEAEAAEAAAAAE TTT  。

从而可得， 0||  AE ，故-1 是 A的一个特征值。 .......(4 分）

2浙江理工大学 2013—2014学年第 1学期《线性代数 B》期末 A卷

一 选择题：每小题 4分，共 20分。

1、D 2、C 3、A 4、D 5、B
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二 填空题：每小题 5分，共 25分。

1.





















33323331

13121311

23222321

aaaa
aaaa
aaaa

; 2. 2; 3. －8; 4.




















12
33

3
212

3
1

2
11

3 1n 5. 3

三 计算题：每小题 7分，共 21分。

1.

 

a

a
an

a

a
ananan

a

a
a

D




















111

111
111

111

111

111

111
111

























    1

00

00
111

 naan

a

a
an









( 7 分)

2．解：     EAEABEA  ， ( 2 分 ) 0 EA 所以 EA 可逆，( 3 分 )

所以 EAB  =

















 201
030
102

( 3 分 )

3. 将方程两边转置，得

5 1 5 8 5 2
3 3 2 3 9 15
1 2 1 0 0 0

TX
      

       
      

．由

 
5 1 5 1 0 0 1 0 0 1 4 7
3 3 2 0 1 0 0 1 0 2 5 8
1 2 1 0 0 1 0 0 1 3 6 9

r TE X
   

        
      

 

 

 

，

得

1 2 3
4 5 6
7 8 9

X
 
   
 
 

．( 7 分)

四．解：  










































0000
1100

3010
1001

4
1

5
2

0
3
1
2

1
0
2
1

1
2
0
1

4321
r (4 分)

所以 321  ,, 是它的一个极大线性无关组, (3 分) 4 = 321 3   (2 分)
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五．解：

2 1 1 1 1 7 0 1 1 6
4 2 2 1 2 0 7 5 9 5
2 1 1 1 1 0 0 0 0 0

A
     

          
       

(3 分)

1 3 4

2 3 4

7 6
7 5 9 5

x x x
x x x
  

   

令 3 4 0x x  ，则
1 (6, 5,0,0)
7

T   (3 分)

1 3 4

2 3 4

7
7 5 9

x x x
x x x
 

  

令
3

1 2
4

7 0 1 1, (1,5,1,0) (1, 9,0,1)
0 7 7 7

T Tx
x

 
     

        
    

(3 分)

通解： 1 1 2 2x k k     (1 分)

六．解：由矩阵的特征值之和等于矩阵的迹，所以另一个特征值为 0。(2 分)

0
212

22
211






x 所以 4x (2 分)

  0
112
412
212






















 XXEA ，所以 1 的对应特征向量为  1 1 2 0 T  ，

全部特征向量为 01 k,k (2 分)。

  0
012
402
213

2 




















 XXEA ，所以 2 的特征向量为  T1422  ，

全部特征向量为 02 k,k (2 分)

  0
212
422
211

0 




















 XXEA ，所以 0 的对应特征向量为  T1203  ，

全部特征向量为 03 k,k (2 分)

七、证明：由 AA 2
，         EEAEAEAEA 



 



  2

2
12

2
1

( 4 分 )
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所以 EA 可逆，   1 EA =  EA 2
2
1

 。( 1 分 )

3浙江理工大学 2012—2013学年第 1学期《线性代数 B》期末 A1卷
一 选择题（每小题 4分，共 24分）。

1、 ( )B ；2、 ( )D ；3、  A ；4、  C ；5、 ( )D ；6、 ( )D ；

二 填空题（每小题 4分，共 24分）。

1、
13 10

3 4
 
   

； 2、 k 2； 3、1045； 4、 1； 5、 99

11 1
2
13 1 1
2

2 2 1

 
 
 
 
 
 
  
 

；

6、
























0052
0021
000

000

2
1

3
1

1A .

三、计算题

1. 解：

babbb
bbabb
bbbab
bbbba







aa
aa

aa
bbbba

00
00
00





 4

000
000
000

a

a
a

a
bbba

 . 6

2. 解：由 BAXX  ，得 BXAE  )(

BAEX 1)(  ， 2

为此对矩阵 ),( BAE  施行初等行变换化为行最简形矩阵，

),( BAE 






















35201
02101
11011

r






















11100
11110

02101

r





















11100
02010
13001
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所以 BAEX 1)( 





















11
02
13

. 6

3、解 1 * 1 1 11 2(3 ) 2 2
3 3

A A A A A A        , 3

所以

1 * 1 3 12 2 8 1 16(3 ) 2 ( )
3 3 27 27

A A A A
A

            .

6

或
*

1 * 1 * * *1 1 4(3 ) 2 2 2
3 3 3

AA A A A A A
A

         3

则
3 11 * * 3 *4 4 64 16(3 ) 2 ( )

3 3 27 27
A A A A A            . 6

4、解：对 A 施行初等行变换变成行最简形，

























14011
31302
15120

12211

A r






















00000
11100
15120

12211

r






















00000
11100
13010

01001

, 4

所以 3)( AR ， 6

A 的前三列 321 ,, ααα 是 A 的列向量组的最大无关组， 8

且 3214 3 αααα  ， 325 ααα  . 10

5、解： 33 齐次线性方程组有非零解，则系数行列式为0 ，即

0)1)(2(
214
222
12



 aa
a

a
a

，

得 2a 或 1 . 2

若 2a ，则 21 XX  ，与 21 XX ， 是 A 的属于不同特征值的特征向量矛盾！

故 1a . 4
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当 1a 时，

     T3
T

2
T

1 101012321 ，，，，，，，，  XXX ，显然 32 XX ， 线性无

关，

从而 321 XXX ，， 线性无关.令 ][ 321 XXXS ，， ， 6

则 S 可逆，且 )224diag(1 ，， ASS ， 8

因此





















 

163
222
123

)224diag( 1SSA ，， .

12

四、证明题（每题 6分，共 12 分）。

1、证明: 设 A的特征值为 , 是的对应于特征值的特征向量

  222 AAAA 3

 为非零向量

102   或 6

2、 证：因为 321 ,,  互异，所以 321 ,, ααα 线性无关； 1

又因为 321 αααβ  ，所以

332211321 αααAαAαAαAβ   ，

3
2
32

2
21

2
13

2
2

2
1

22 ααααAαAαAβA   ，

于是有

),,( 2 βAAββ Tαααααα ),,(
1
1
1

),,( 321
2
33

2
22

2
11

321 




















， 4

而 0))()(( 121323  T ，因此

),,( 2 βAAββr 3),,( 321 αααr ，

所以 βAAββ 2,, 线性无关. 6
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4浙江理工大学 2012—2013学年第 1学期《线性代数 B》期末 A2卷
一 选择题（每小题 4分，共 24分）。

1、  C ；2、  C ；3、 ( )D ；4、 ( )D ；5、  B ；6、  C ；

二 填空题（每小题 4分，共 24分）。

1、 2011

11 0
2
12 1 0
2

2 0 1

 
 
 
 
 
 
  
 

； 2、25； 3、0； 4、

5 2
8 0
7 3
6 2

c

   
   
   
   
   
   

； 5、2；

6、 2A E .
三 计算题（共 42分）

1. 解：

1
1

1
1

4

aaa
aaa
axa
aaa

D 

10
0

1
01

1
1

1
1

aa
aaa
aaxa
aa

aaa
aaa
aaa
aaa




3 2(1 3 )(1 ) ( )(1 )a a a x a a      . 6

2、解 CBAEC  )2( ， )()2( 1 CBECA  2
























































100
410

1141

100
010
301

100
410

841 1

A 6

3、解：

 T54321  ，，，，












































00000
62100
3-1-010
8-0001

31370
13031
31110
44321

4

则 ( ) 3R A  ， 6

且 321  ，， 为一个极大无关组， 8

且 3215324 6382   ， . 10

4、解：方程组的系数行列式为
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2)1)(5(
122

212
221

|| 





 





A .

当 0|| A ，即 1 且 5 时，方程组有唯一解. 3

当 5 时，三个方程相加得 90  ，因此方程组无解. 6

当 1 时，方程组同解于 1222 321  xxx ，因此方程组有无穷多解， 9

且通解为




















































1
0
1

0
1
1

0
0
2/1

21 kkX 其中 21 kk， 为任意常数. 12

5．解：根据题目假设，有 ααA 0
*  ，两边左乘 A ，得 AααAA 0

*  ，即 AααA 0 ，

所以

αAα 0 ，

由此可得













,1)1(
,1)35(
,1)1(

0

0

0

ac
b

ca





解之得 10  ， 3b ， ca  ， 6

再由 13
01

335
1

01
35

1










 a

aa

aa

ac
b

ca
A ，得 2 ca ，即有

2a ， 3b ， 2c ， 10  . 8

四、证明题（每题 5分，共 10分）

1、证 : ( ) 1A E A E O R A E       .题设 ( ) ( )R A E R A E n    ,故

( )R A E n  , | | ( 1) 0A E A E     , 1   是 A的一个特征值. 5

2. 证：因为 0A ，所以 A 可逆，从而有 ))(()( 11 BAAAAABA   ，即

BAAABA  )(1
，所以 AB 与 BA相似. 5
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5浙江理工大学 2011—2012学年第 1学期《线性代数 B》期末 A1卷
一、选择题（每小题 4 分，共 20 分）

1、D; 2、C; 3、C; 4、C; 5、B
二、填空题

1、 1 2
5 5 A E； 2、1 ； 3、

10 10
20 30

 
  

； 4、 24 ； 5、 3 .

三、解答题（共 50 分）

1、 D

3214
2143
1432
4321

3211
2141
1431
4321

10 ——————————5 分

1130
1310
3110

4321

10





 =

113
131
311

10





404
804
311

10





  
44
84

110



 160

——————————10 分

2、解：
2

1 0 0
0 1 0
0 0 1

A
 
   
 
 

，
4A E ，

4 1 4 1 4( )B P AP P A P E    。 ———4 分

故
2012 2 2

3 0 0
2 2 0 3 0

0 0 1
B A E A

 
      
  

。 ——————————8 分

3 、解：设 a1(a 3 1)T a2(2 b 3)T a3(1 2 1)T a4(2 3 1)T
























































5200
1110
3111

6110
1110
3111

3111
332

221
) , , ,( ~~2143

ba
a

b
ab

a
rr

aaaa  —4 分

而 R(a1 a2 a3 a4)2 所以 a2 b5 ——————————8 分

4.解：对增广矩阵 B作初等行变换，

2

1 1 4
( ) 1 1

1 1 2 4

k
B A b k k

 
    
   

 ——————————1 分

2

1 1 4
0 1 1 4
0 2 2 8

k
k k k

k

 
     
    

2

1 1 4
0 2 2 8
0 1 1 4

k
k

k k k

 
   
    
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( 1)(4 )
2

1 1 4
0 2 2 8
0 0 ( 4)k k

k
k

k k 

 
   
  

——————————3 分

讨论：(1)当 1k   且 4k  时， ( ) ( ) 3,R A R B  故方程组有唯一解； ————5 分

(2)当 1k   时， ( ) 2,R A  ( ) 3,R B  ( ) ( ),R A R B 故方程组无解； —————7 分

(3)当 4k  时，

1 1 4 4 1 0 3 0
0 2 2 8 0 1 1 4
0 0 0 0 0 0 0 0

B
   
   
   
   
   

由于 ( ) ( ) 2 3,R A R B   故方程组有无穷多解， —————9 分

取同解方程租

1 3

2 3

3 3

3 ,
4 ,

.

x x
x x
x x

 
  
 

令 3 ,x k 并写成向量形式，即得方程组的通解

1

2

3

0 3
4 1 , .
0 1

x
x x k k R

x

     
              
     
     

——————————12 分

5.解：A 的特征方程为：

2 2
2 4 4

2 4 3
E A


 




    

 

2( 1)( 36).   

故 A 的特征值为 1 2 31, 6, 6.      —————————3 分

对于 1 1,  对应的齐次线性方程租为： ( ) 0,E A x 

即，

1

2

3

1 2 2
2 3 4 0.

2 4 4

x
x
x

  
       
    

其基础解系为：  1 2,0, 1 ,T  

从而对应于特征值 1 1  的特征向量为  1 2,0, 1 .T   ————————5 分

类似可求得：

对应于特征值 2 6  的特征向量为  2 1,5,2 .T  ——————7 分

对应于特征值 3 6   的特征向量为  3 1, 1,2 .T   ———————9 分
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令 1 2 3( , , )P   
2 1 1
0 5 1
1 2 2

 
   
  

则
1

1
6

6
P AP

 
   
  

为对角矩阵。 ———————12 分

四、

1. 证明 设 ,A B的特征值为 1 2, , , n   , 由于它们都是实对称矩阵, 故存在可逆矩阵

1 2,P P , 使得 ,A B相似于同一个对角矩阵:

1

21 1
1 1 2 2

n






 

 
 
  
 
 
 

P AP P BP


. ———————2 分

因此, 由
1 1

1 1 2 2
 P AP P BP 得

1 1
2 1 1 2

  P P AP P B . 令
1

1 2
Q PP , 则因 1 2,P P 均可逆,

故Q可逆, 且
1 1 1 1

1 2 2 1( )    Q PP P P , 从而

1 Q AQ B

即A与B相似. ———————5 分

2 . 证明 由于A是正交矩阵，故
T A A E，从而由

2 1T T   A A A A A ，

因此 1 A ，故A可逆，由于可逆矩阵的特征值不能为零，所以 0  。

————2 分

因A是正交矩阵，则
1T A A ，所以，当是A的特征值时，

1
 就是

1 T A A 的一个特

征值，但A与
TA 有相同的特征值，故

1
 也是A的特征值。————5 分
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