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1  孤立奇点的定义 

例1： 

孤立奇点. 

例2： 1z   是 
1

1z 
的孤立奇点. 

( )z

x

y

0
z

O

如果函数  在   不可导，但在 0
z

0
z 的某一去心邻域 ( )f z

1

ze是 的孤立奇点. 0z 
sin z

z和 

的一个 为函数 内处处解析，则称 0
0 | |z z   

0
z ( )f z



例3： 

解： 

且            所以         在            
1

lim 0,
k k

 0, 

0z 指出函数 的奇点特性. 在 


1
( )

sin

f z

z



sin 0
z




1
, 1,2,z k

k
 ,k

z


令          ，得         

0 | |z   内有无穷多个奇点，  

  即     不是函数      的孤立奇点.   
1

sin
z

0z  xO

( )z

y

1

k



注： 若  0
z 为函数  ( )f z 的孤立奇点，则由定义可知在 

0
( ) ( ) .

n
n

n

n

f z c z z




 

0
0 | |z z   去心领域 内， 函数  ( )f z 可展成洛朗级数 

因此，可根据洛朗级数中是否有 

负幂项来给孤立奇点进行分类。事实上，洛朗级数中所含 

0
( )z z 负幂项部分反映了函数 ( )f z 0

z在 点的奇异性质。 
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2  孤立奇点的分类 

（1）可去奇点： 如果函数 在 ( )f z 0
z 处的洛朗级数中不含 

0
z 为 ( )f z 的可去奇点. 则称孤立奇点 

的负幂项， 0
z z 即当 1, 2, 3,n     0,

n
c 时 

0 1 0 0
( ) ( ) ( ) .

n

n
f z c c z z c z z      

这个幂级数的收敛半径至少为      ,和函数     在 0  ( )S z 0
z

处解析. 



无论      在   是否有定义,都可定义： )(zf 0z

0

0 0 0
( ) lim ( ) ( ),

z z
f z c f z S z


 

反之, 若 )(zf 在  00 zz 内解析, 且极限 

)(lim
0

zf
zz

存在，则取 00 , :| |C z z      由 | ( ) |f z M

因此 1 1

0

1 ( ) 1
| | | | 2 0( 0, 0)

2 ( ) 2
n n n nC

f z M M
c dz n

i z z

 
    

     


则 0z 是  )(zf 的可去奇点. 

( ) ( ).f z S z则在           内解析,且   0zz



是 定理1 设     在               内解析,  则    ( )f z
0

0 z z    0
z

( )f z 的可去奇点 
0

0
lim ( ) ,
z z

f z c


  其中    是有限复常数.  0
c

判别可去奇点的方法: 

 定义判断: 

0 1 0 0
( ) ( ) ( ) .

n

n
f z c c z z c z z      

 极限判断： 

0

0
lim ( ) .
z z

f z c






例4： 
sin

( ) ,
z

f z
z

设 
0

sin
lim 1,
z

z

z
由于 或者在 0z  的 

去心邻域内有： 
3 5

sin 1
( )

3! 5!

z z z
z

z z
    不含 的负幂项， z

0z 则 为 
sin

( )
z

f z
z

 的可去奇点. 

如果补充 
sin z

z
在 0z  的定义为1，则函数 

sin
( )

z
f z

z


在复平面上处处解析. 



例5： 

0
0

1
lim ( )' | 1.

z
z

z
z

e
e

z





 

可去奇点. 如果补充 1
z

e

z


在 0z  的定义为1，则函数 

1
( )

z
e

f z
z


 在复平面上处处解析.事实上： 

设              ,证明它在全平面解析. 
1

( )
z

e
f z

z




0z  为 解: 因为 
1 21 1

( ) 1 ,
2! 3!

f z z z    所以 



（2）极点： 如果函数 在 ( )f z
0

z 处的洛朗级数中含有限个 

0
z 为 ( )f z 的极点. 则称孤立奇点 0,

m
c




的负幂项， 0
z z 即只有有限个(至少一个)整数  0,m  使得 

1

1

0 0

( )
( ) ( )

m m

m m

c c
f z

z z z z

  


   

 

21
0 1 0 2 0

0

  ( ) ( )
c

c c z z c z z
z z

      


如果存在正整数 ,m 使得 0,
m

c


 而对于整数 ,n m 

有 0
z 为 ( )f z 的 级极点. m，则称 0

n
c 

  进一步洛朗级数为： 



2

1 0 2 0

0

1
( ) ( ) ( ) ,

( )
m m mm

f z c c z z c z z
z z

    
       

则 ( )g z 在 
0

z z   内解析，且 0
( ) 0,

m
g z c


 

即 

0

1
( ) ( ).

( )
m

f z g z
z z




由此，可以建立利用极限判定孤立奇点是否为极点方法. 

1 0
( ) ( ) ( ) ,

n m

m m n n
g z c c z z c z z



  
      令 



2

1 0 2 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ,

n

n
F z c z z c z z c z z       

是 

( )f z 的极点 
0

lim ( ) .
z z

f z


  

定理2 设     在               内解析,  则    ( )f z
0

0 z z    0
z

证明：必要性显然，只需证明充分性. 如果 
0

lim ,（ )=
z z

f z




则对 
0

0, ,M     满足 0
0 z z    时， | ( ) | .f z M

奇点，要么为解析点，所以 

1
( ) ,

( )
F z

f z
 则 

0

lim 0,（ )=
z z

F z


因此 0
z 要么为其可去 令 



0

1 1
( ) ( ), ( )

( ) ( )
m

f z z z
z z z

 


 


因此 

1 2 1
0,  0

m m
c c c c


    由 ( ) 0,F z  不妨设 

0 1 0 0
( ) ( ) [ ( ) ( ) ]

m n m

m m n m
F z z z c c z z c z z



 
       

在 
0 0

z z   内解析，且 0
( ) 0,

m
z c 则 ( )z

由此 ( )z 在 0 0
z z   内解析，且 0

1
( ) 0.

m

z
c

 

1 0 0
( ) ( ) ( ) ,

n m

m m n m
z c c z z c z z



 
      令 



判别函数极点的方法： 

  定义判别： )(zf 的洛朗展开式中含有 0
zz 

的有限项负幂项. 

  等价形式判别： 在点 的某去心邻域内有 0z

0
( ) ( ) ( ) ( 1),

m
f z z z g z m

  

其中     在   的邻域内解析, 且             )(zg 0z .0)( 0 zg

  极限判别： 

0

lim ( ) .
z z

f z


 



例6： 函数 2 3

2
( ) ,

( 1)( 1)

z
f z

z z




 
求出奇点,并判别类型. 

解: z i  和 1z  是     的孤立奇点. ( )f z

3 1 1
( ) ( 1) ( ) ( ) ( 2),f z z z i z i z

      

所以, z i  是      的 1 级极点, ( )f z

1z  是      的 3 级极点. ( )f z



 1
0 1

( )   0 z ,m

m

c c
f z c c z

z z
          无穷多负幂项 

 1
0 1 0 0

0 0

( ) ( )   0 - .
( )

m

m

c c
f z c c z z z z

z z z z
          

 

（3）本性奇点： 如果函数 ( )f z 在 0
z 处的洛朗级数中含有 

无穷多个系数非零的 0
z z 负幂项,即存在无限个整数 

奇点. 

使得  0,
n

c  则称孤立奇点 0
z 为 ( )f z 的本性 0,n 



Weierstrass得到了如下重要结论：  

是 定理3 设     在               内解析,  则    ( )f z
0

0 z z    0
z

( )f z 的本性奇点 
0

lim ( )
z z

f z


 不存在有限或无穷的极限. 

A 都存在点列 

设      在 ( )f z
0

0 z z    内解析，如果  0
z 是 ( )f z

的本性奇点，则对任何有限或无穷的复数 

{ },
n

z 使得 0
,

n
z z 并且 lim ( ) .

n
n

f z A




注：在本性奇点的无论怎样小的去心邻域内，函数可以取以 

任意接近于预先给定的任何数值（有限的或无穷的）. 



例7： 证明      是     和       的本性奇点.  0z 
1

ze
1

sin
z

解:  
1

2

1 1 1
1   0 z ,

2! !
z

n
e

z z n z
        

 3 5

1 1 1 1
sin  0 .

3! 5!
z

z z z z
       无穷多负幂项 

或  
1

0 2 1 1
1 ,   2 ,   ,

2

k iz
k

k

e e k i z
z k i

 


   

1

lim 1kz

k
e




1

2 1
1 ,   ,

2

i m iz
m

e e z
m i i

 

 

   


1

lim 1mz

m
e


 



综上所述: 

孤立奇点 Laurent级数的特点 
)(lim

0

zf
zz

可去奇点 

M 级极点 

本性奇点 

无负幂项 
存在且为 
有限值 

含有有限个负幂项 

关于 
1

0 )(
 zz 的最高幂 

为 
m

zz
 )( 0

含无穷多个负幂项 



不存在且
不为 
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3  函数的极点与零点的关系 

引入：如果 0
z 是 ( )f z 的   级极点，则 m

0

1
( ) ( ),

( )
m

f z g z
z z




0

1 1
( ) ,

( ) ( )

m
z z

f z g z
 

( )g z其中 解析且 0
( ) 0.g z  因此可补充 0

z 定义，有 

0
z 是 

1

( )f z
的零点，为此只需要讨论函数零点与极点 

的关系，为判断函数的极点提供一个较为简便的方法。
. 



m 级零点： 不恒为零的解析函数     ，如果可以表示为 ( )f z

0
( ) ( ) ( ),

m
f z z z g z  其中     在   解析，并且 ( )g z

0
z

0
( ) 0g z 

m 为正整数，则称   为     的    级零点.  0
z ( )f z m

定理4(零点判定定理) 

( )f z 0
z若 在 解析，则   为     的 m 级零点 0

z ( )f z

( ) ( )

0 0
( ) 0, ( ) 0, 0,1,2, , 1

n m
f z f z n m    

注：利用解析函数的定义及泰勒定理，很容易验证定理的结论. 



例8： 证明     是函数              的三级零点    ( ) sinf z z z 0z 

证： 由于 
0 0

'( ) | (1 cos ) | 0,
z z

f z z
 
  

0 0
''( ) | sin | 0,

z z
f z z

 
  0 0

'''( ) | cos | 1.
z z

f z z
 
 

零点孤立性定理：一个不恒等于零的解析函数的零点是孤立的. 

并且 0
( ) 0,g z  则由极限的保号性可知，存在    的一 0

z

个邻域， 使得在该领域内 ( ) 0.f z 

因此在  连续， 

证明： 设   为函数      的   级零点，由定义可知  ( )f z0
z m

0
( ) ( ) ( ),

m
f z z z g z  其中    在   解析， ( )g z 0

z 0
z



定理5(零点与极点的关系) 

例9： 求函数          的所有孤立奇点，如果是极点，指出 
1

( )
sin

f z
z



其级数. 
解： sin 0 , 0, 1, 2,z z k k      并且 (sin )' | ( 1) 0

k

z k
z 

  

故       是      的一级零点，即为     的一级极点. z k sin z
1

sin z

0
z 是解析函数    的  级极点 ( )f z

0
z 是 

1

( )f z
的  级零点. mm

注:定理5将判定解析函数    的极点问题转化为判定解析函 ( )f z

数     的零点问题，为判定函数极点提供了一个简洁的方法. 
1

( )f z



但是 ( 1) ,  
z z

e e  (2 1)
 1 0,

k i
e

   

故   ( 0, 1, 2, )
k

z k    是 1
z

e  的1级零点. 

因此,    ( 0, 1, 2, )
k

z k    是 ( )f z 的1级极点. 

例11： 

解: (2 1)  ( 0, 1, 2, )
k

z k i k     是        的零点， 1
z

e 

例10： 求 
1

( )
1

z
f z

e



的孤立奇点, 并指出奇点的类型. 

考虑函数  5

1 cos
( ) .

z
f z

z




不是5 
级极
点 



推论： 设 
( )

( ) ,
( )

P z
f z

Q z


0
z若 是     的   级零点,是     的   级零点, ( )P z m ( )Q z n

例12： 考虑函数  2

1
( ) .

z
e

f z
z




0z  是     的   级零点,是    的   级零点, 1
z

e  1
2

z 2

因此       是      的   级极点. ( )f z0z  1

则当       时,   是     的       级极点; n m ( )f z n m0
z

而当       时,   是      的可去奇点. n m ( )f z0
z
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4  函数在无穷远点的性态 

（1）孤立奇点： 如果函数 ( )f z 在 z   的去心邻域 

( ) { | 0 | | }U z R z     

内解析，则称   为    的孤立奇点。  ( )f z

    讨论函数     在扩充复平面   上无穷远点的性态，
由于函数在无穷远点   是没有定义的，所以点   总是函 

( )f z *
C

 

数    的一个奇点. ( )f z



注： 如果函数 作变换 ( )f zz  是 的孤立奇点， 
1

,z
t

 则 
1

( )t f
t


 

  
  在去心邻域  1

0 t
R

 

( 或当 R=0 时，          )内解析, 即   0 t  

是       的孤立奇点.  

0t 

类似地可以定义       为   z   的可去奇点、 ( )f z

极点或本性奇点. 

( )t



Laurent级数 

( ) .
n

n

n

f z c z




 

设      在             内解析，且其   R z  ( )f z

展开式为  

如果展开式中不含有z 的正幂项，则称       是   z   ( )f z

的可去奇点;   

则称       是      的本性奇点.  ( )f zz  

如果展开式中含有 z 的无穷多个正幂项， m 级极点;   

(至少含有一项), 且最高次幂为m, 则称      是     的 

如果展开式中含有 z 的有限个正幂项 

( )f zz  



Laurent级数展开式为： 内解析，故 

则      是     的可去奇点。  ( )f zz  

( )
1

z
f z

z



例13： 在 ( ) { |1 | | }U z z    

2 3

1 1 1 1 1
( ) 1 ( 1)

1
1

n

n
f z

z z z z

z

        



z  1
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则      是     的本性奇点.  z   ( )f z



（2）极限判别方法： 

设      在             内解析，则   R z  ( )f z

(i)         是      的可去奇点充分必要条件是  ( )f zz  

存在极限  其中c0是有限复常数.  0
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(ii)        是      的极点充分必要条件是  ( )f zz  
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 不存在有限与无穷的极限.  

(iii)        是     的本性奇点充分必要条件是  ( )f zz  
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例14： 在扩充复平面内 函数 

有些什么类型的奇点？如果是极点，指出其级数. 

0, 1,z  (sin )' cosz z  由于 在 处不为零 

1, 1,2则            是      的一级零点极点，故除 0, 1,z   sin z

外，这些点是     的3级极点. ( )f z

(| | )z  函数除                外，处处解析 解： 0, 1, 2,z   

( )f z又由于                       则 1，-1是 

的2级极点. 
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当      时，                则2是可去奇点. 2z 
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当      时，由于 z  

因此 不是     的孤立奇点. z   ( )f z


