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第一部分 极限 答案

知识点 1：极限性质

1．D 2．D 3．A 4．A 5．D
6．B 7．D 8．B 9．D 10．D

知识点 2：无穷大、无穷小、常见等价无穷小

1．A 2．A 3．�−6 4．A
5．2 6．C 7．C 8．D
9．C 10．A 11．B 12． 2ln 13．B

14．解：原式
   

0

2arctan ln 1 ln 1
lim px

x x x
x

   


32 2

1 40 0

1 1
2 4 41 1lim lim 0 3

1 3

pL

px x

xx x c p c
p x p x



 


          



15．0 16．D 17．− 3
2

知识点 3：函数的连续性和间断点

1．−3 2．D 3．�−2 4．A 5． 1 6．A
8．1 9．B 11．D 13．A 14． 2x
15．D
16．0，1

7．解： 2

1 1 1
1 1(x) lim 1, 1

1 2
0 1, 1

nn

x x
x xf x
x

x x


   
    

 
  

----------------------4 分

因而，该函数的间断点为只可能在函数的分段点处取得。

当 1x   时，
1 1

lim ( ) lim ( ) ( 1) 0
x x

f x f x f
  

    ，因此在 1x   处是连续的;-----6 分

当 1x  时，
1 1

lim ( ) 0, lim ( ) 2, (1) 1
x x

f x f x f
  

   ，因此在 1x  处是间断的，为第一类、跳跃间断点--9 分

10．解：  
3 , 0

------------------------------------------------------------------3
, 0
x x

f x
x x

 
 


分

当 x > 0 时，f (x)连续；当 x < 0 时，f (x)连续；-----------------------------------------------------4 分

当 x = 0 时，      
0 0

lim lim 0 0
x x

f x f x f
  

   ，f (x)在 x = 0 处连续。

所以 f (x)处处连续。--------------------------------------------------------------------------------------6 分
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12．解： ( )f x 的间断点为： 1 2 30, 2, 2x x x    ---------------------------1 分

2

2 20 0

2

2 20 0

2 ( 2) 1lim lim
( 4) ( 4) 2

2 ( 2) 1lim lim
( 4) ( 4) 2

x x

x x

x x x x
x x x x

x x x x
x x x x

 

 

 

 

 
  

  

 
 

 

0x  是第一类跳跃间断点；-----3 分

2

2 22 2

2 ( 2) 1lim lim
( 4) ( 4) 4x x

x x x x
x x x x 

 
 

 
2x  是第一类可去间断点-------------5分

2

2 22 2

2 ( 2)lim lim
( 4) ( 4)x x

x x x x
x x x x 

 
  

  
2x   是第二类无穷间断点------------6分

知识点 4：求极限

1．0 2．
2


3．C

4．法一（泰勒公式展开）：

2
2 2

1 1 1 1lim
2x

x x o
x x x

          
   

原式

------------ 3 分

2

2

1
1 1lim .12 2x

o
xx x

x


  
        

 
   ------------ 3 分

法二（变换后利用洛必达法则）：令

1u
x


,

   
2 20 0

ln 11 1lim ln 1 lim
u u

u u
u

u u u 

            
原式

------------ 2 分

0

11
1lim
2u

u
u

    
 
  ------------ 2 分

0

1 1lim .
2(1 ) 2u u

 
    ------------ 2 分

5．提示：等价代换。答案为− 3
2

6．洛必达法则，答案为
8
1


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7．原式= ���
�→∞

�3

��3 = lim
�→∞

3�2

��3∙3�2
（洛必达法则） = 0. （无穷比无穷）

8．原式
3
1

3
tanlim

3
1seclimtanlim

tan
tanlim 2

2

02

2

03020











 x
x

x
x

x
xx

xx
xx

xxxx

9．解：原式
0

ln(1 )lim
ln(1 )x

x x
x x

 


 -----------------1 分

20

ln(1 )lim
x

x x
x

 
 ------------------3 分

0

11
1lim
2x

x
x


 ---------------------5 分

0

1lim
2 (1 ) 2x

x
x x

 


---------------6 分

10．原式  
1 1

00

1 1 1 1 1lim ln 1 ln 21 2 11 1 1
n

dx xn n x
n n n



 
 

               
 



11．原式=
x

x
x cos1

1seclim
2

0 



（3 分）

=

2

tanlim 2

2

0 x
x

x
（2 分）

=2 （1 分）

12．原式=
0 2

sin coslim 1
3

x

x x x

x x



…….………………………….…2 分

= 20

sinlim
x

x x
x

……………………….………………..…4 分

=1 ….………………………………………………..6 分

13．原式 = lim
�→0

��+�−�−2
1−����

2 分

= lim
�→0

��−�−�

����
3 分

=lim
�→0

��+�−�

����
4 分

=2 5 分

14．原式= lim
�→∞

1 − 1
2!

+ 1
2!

− 1
3!

+ ⋯ �+1 −1
�+1 !

3 分
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= lim
�→∞

1 − 1
�+1 !

4 分

=1 5 分

15． 2, 1a b   16．
1
2

17．2

18．

1

1 0

0 0

1 (1 ) ln(1 )lim lim 2
1 ln ln(1 )

(1 ) ln(1 ) ln(1 ) 1 1lim lim -----------------------------------4
2

1 -------------------------------
2

x t

x t

t t

x t t t
x x t t

t t t t
t t t

 

 

 

                           
         



分

分

-----------------------------------------------------------5分

19． 3, 0a b 

20．解：
tantan ln(sin ) tan ln(sin )

2 2 2

2 2

2

2

lim(sin ) lim lim 2

ln(sin )lim tan ln(sin ) lim
cot

1 cos
sinlim 0------------------------------------------------------

csc

xx x x x

x x x

x x

x

x e e

xx x
x

x
x

x

  

 



  

 



                      



 


分

0

-----------------4

= 1----------------------------------------------------------------------------------------5e 

分

原式 分
21．解：

2 2 2 2 2 2 2

( 1) ( 1)
1 2 1 2 1 22 2

2 1 2 1 1

n n n n
n n n

n n n n n n n n n n n n n n n n

 
     

      
            

 


--------------------------------------------------------------------------------------2 分

2 2

( 1) ( 1)
12 2lim lim

2 1 2n n

n n n n

n n n n 

 

 
  


--------------------------------------------4 分

由夹逼准则知所求极限为
1
2 ---------------------------------------------------------5 分

22．
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23．

24．250000 25．
1
4

26．− 1
4

27．1 28．D 29． 2e

30．解：  
 

1 1
limln 11 lim 1lim

lim

x
x x

x
x xxx

e
x e e x

x x x e ex
x

x e e e e e






 





    

31．解：
 

 
   30 0 0 0

sin
1 sin 1 2lim lim lim 2 lim 12

1 3 6xx x x x

f x x
f x x f x

f x
e x   

 
    



32．由 2 2

(3 1) (3 1)
2( ) 2( 1)n
n n n nx
n n n

 
 

 
，且 2

(3 1) 3lim
2( ) 2n

n n
n n





和 2

(3 1) 3lim
2( 1) 2n

n n
n





，得：

2 2 2

1 2 3lim
1 2 2n

n n n n
n n n n

          


33．
2
1

2cos2
sincoslim

2sin
1coslim

00






 x

xexe
x
xe xx

x

x

x

34．不存在（左右极限不相等的） 35．D 36． ( 1)
2
   ， ( 1) 0

2
   .

37．解：因为
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
1 2 1

n n
n n n n n n n

      
    



又因为
2 2

lim lim 1
1n n

n n
n n n 

 
 

所以 lim 1nn
x




38．原式

2

0 0

1 cos 12lim lim
sin 2x x

x
x

x x x x 


  



39．
1
4

40．0 41．
1
�

42．�−1
2 43．12

44．
1
2

45．
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46．原式=
1

1 1lim lim
21 1x x

x

x

x x x 
 

  
。

47．原式=  
21 2

12 1
lim 22

1lim 1
xx x

xx x
xx

e e


 



    1

1

1
1 2

11 1

lim(1 )
= lim

lim(1 )
x

x

x
x xx

xx
xx

e e
e

 





  


或原式

48．原式=
2

2
3 30 0

sin (1 cos ) 1lim lim
cos cos 2

x

x x

xx x
x x x x 


 

 

49．原式=
2 2

2
3 20 0 0 0

sec 1 2sec 1 1lim lim lim limsec
3 6 3 3x x x x

tgx x x x tgx x
x x x   

  
   

50．2 51．
1
2

52．(���)
1
3

第二部分 导数 答案

知识点 1：切线、导数的定义和几何意义、连续和可导的关系

1．B 2．B 3．−1 −1 4．B 5．2
6．(0, 1) 7．B 8．C 9．D 10．1 −1
11．−1 −1 12．B 13．2 −1 14．A 15．−1
16．C 17．D 18．D 19．B 20．A （无 21）
22．D 23．B 24．D 25．D 26．C

27．A 28．0 1 29．D 30．A 31．
1
3

32．A 33．C 34．D 35．0 36．D

37．
5
2

38．3� 39．C 40．（1）� > 0；（2）� > 1；（3）� > 2

知识点 2：求导法则、复合函数求导、分段函数求导

1． dx
x 1
1
2 

2．

 

ex

1e2x
dx 3．−� ∙ (1 + �2)−3

2 4．  dxxxe x sincos3 

5．  2 33x g x 6．   21 2 tt e 7．D 8．A

9．D 10．−1 11．�! 12．B
13．
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14．
2� + 1 � < 0

1 � = 0
(sin� + �cos�)�� � > 0

15．

16．
1
2

17． −1 �−1 � − 1 ! 18．3 19． 2xdx

20． (sin cos ) '( sin )x x x f x x dx 21．D 22．    sin sin cosdy f x x x x x
dx

 

23．
1

�(ln�+1)
24．3� 25．

1
�

知识点 3：参数方程求导

1． 3 2．C 3．
1
8

4．（参数方程求导法，几何应用）

解：
��
��

= �sin�, ��
��

= �(1 − cos�), ��
��

=
��

��
��

��
= sin�

1−cos�

�切 = ��
��

|�=�
2

= 1
1−0

= 1, 切点：(�( �
2

− 1), �)

∴ �切：� − � = 1 ∙ [� − �( �
2

− 1)]

5．（弧长）
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解：
��
��

= �( − sin� + sin� + �cos�) = ��cos�

��
��

= �(cos� − cos� + �sin�) = ��sin�

�� = �'�
2 + �'�

2�� = �2�2cos2� + �2�2sin2��� = �|�|d�

∴ � = 0
� ��� = 0

� ����� = �
2

�2|�0 = �
2

�2

6．解： 2dx
dt

 ， --------------------1 分

1 0 0
1

y
y y y

y

dy dy dy ete y e te
dt dt dt te

          


， -------------3 分

0t  ， 1x   ， 1y   ， ---------------------4 分

0 0 0
1

1
2(1 ) 2

y

t t ty
y

dy dy dt e
dx dx dt te e  


    


---------------------5 分

因此切线方程为
11 ( 1)
2

y x
e

    即 2 2 1 0x ey e    ---------------6 分

7．解： cos cos sin sindy t t t t t t
dt

    ， ----------1 分

sin
cos

dx t
dt t


 ， -----------2 分

cosdy dy dt t t
dx dx dt

   -----------3 分

 2

2

cosd t t dtd y
dx dx dt


 -----------5 分

cos sin cos sin
tan tan
t t t t t t

t t
  

 


----------6 分

8．解：利用参数方程求导公式：
t

t

x
y

dx
dy




 -----------------1 分

由第一个方程易得：  22 sintx t t   -----------------2 分

由第二个方程两边对 t 求导后，得        2 2 2 2 2 2cos 2 sin cos 2 sinty t t t t t t     ---------3 分

故
dy t
dx

  -------------------4 分

 22

2

csc
2

dyd dt td y dx
dx dx dt t

 
 
   -----------------6 分
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9．解：利用参数方程求导公式：
t

t

x
y

dx
dy




 -----------------1 分

由第一个方程易得： 2

1
1tx t

 


-----------------3 分

由第二个方程两边对 t 求导后，得   11
1

ty
ty

t t t ty

yey e y ty y
te

      


----------------5 分

故  2

0 0

1 1 2
1

ty

ty
t t

dy ye t
dx te 


   


-------------------6 分

10．解：

知识点 4：反函数求导

1．
1
8

知识点 5：求高阶导

1．B 2．C 3．  2 20 90 xx x e  4．    1( 1) 2 ! 1 nn n x    

5．  !12  nn 6．  2 40 380 xx x e  7．��[�2 + 2(� + 1)� + 2(� + 1)2]

8．−sin� ∙ �2 + 100� ∙ cos� + 4900sin�

知识点 6：隐函数求导

1．
x y

x y

y e
e x








2．解： 令 x=0， 则 y=1，

两端关于 x求导得 0ye y y xy    ， ------------- 2 分

再关于 x求导得 2 ( ) 2 0y ye y e x y y      ------------- 2 分

求导代入 x=0, y=1 得 2

1 1(0) (0)y y
e e

   ， ------------- 2 分

3．
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4．提示：隐函数求导+微分。答案：
dx

xe
ydy y 



5．解：方程两边对 x求导得


 
y' ln y x  1

y
 y' -----------------------------------------------1 分

解得


 
y' yln y

y x
----------------------------------2 分

故曲线在点


 

e2

2
,e2







处的切线斜率为


 
y' e2

2
,e2










 4 ---------------------4 分

因此，经过此点的切线方程为
 y 4xe2 --------------------5 分

法线方程为

 
y 1

4
x 9

8
e2--------------------6 分

6．解：（对数求导法）= xx
x
xxx sin)sinln(cos 

7．解：两边同时求导得：      cos 1 0 3x yxy y xy e y      

所以：
 
 

cos
6

cos

x y

x y

e y xy
y

e x xy






  




8．
1

�2+�2
9．3�ln3 + 3�2 + ��(1 + ln�)

第三部分 中值定理和函数性质 答案

知识点 1：费马引理、罗尔定理、拉格朗日中值定理、柯西中值定理

考点 1：微分中值定理的基本考察

1．A 2．      ff e b a  3．C 4．C

知识点 2：函数的拐点、驻点、单调性、极值、最值、凹凸性、渐近线

考点 1：函数的渐近线

1．3� − 9� − 1 = 0 2． 0, 1x y  3．2 4． 1x  5．� = 0

考点 2：函数的拐点、驻点、单调性、极值、最值、凹凸性
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1．C 2． 1 1,
2 2

  
 

或者
1 1,
2 2

   
. 3．

1
e

4．( − 1, 0)

5．2 6．B 7．2 8．A 9．3 3 10．( 1
�
)

2
�

11．B 12．  1,0 13．D 14．2 15．B 16．C

17．（同第 10 题） 18．B 19．C 20．  ,1e 21． 2 3x  22．1

23．−1 24．D
25．同课堂例题。

单增区间：     ,3,1, 单减区间：  3,1 ；极小值：
4

27
，无极大值；凸区间：  0, 凹区间：

   ,1,1,0 ；拐点：  0,0 ；渐近线： 2,1  xyx ，无水平渐近线

26．切线方程： .01821  yx ，法线方程： 06421  yx 。

27．（最值应用题）

解：设 �� = �.

运费 � = 5 ∙ 400 + �2 + 3 ∙ (100 − �), (0 < � < 100) �' = 5�

400+�2
− 3,

令�' = 0, 解得� = 15，此为唯一驻点，即为题目所求。

28．
1
1

2

2





t
t

dx
dy

，
 322

2

13
4



t
t

dx
yd

，另 02

2


dx
yd

，得 0t ，因此 1x 。

29．定义域 1x ，函数为奇函数，
 

 
 

 32

2

22

22

1
32,

1
3











x
xxy

x
xxy ，

令 0,0  yy ，得 3,0  xx

x  3-- ， 3-  1-3- ， -1  0,1- 0  10， 1  31， 3  ，3

y’ + 0 - - 0 - - 0 +
y’’ - - + - + +
y 增，凸 极大

2
33-

减，凸 减，凹 拐点 减，凸 减，凹 极小

2
33

增，凹

无水平渐近线， 1x 为铅直渐近线， xy  为斜渐近线（图略）

30．解：若 k=0 时，则 y=0，它是一条直线，没有拐点，因此 k≠0；

3 2'( ) 4 ( 3 ), "( ) 12 ( 1)f x k x x f x k x    ,...………………………..1 分

令 "( ) 0,f x  得 x=±1………………………………………………………………2 分
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当 x<-1 时， '' 0ky  ；当-1<x<1 时， '' 0ky  ；当 x>1 时， '' 0ky  。所以

(±1，4k)为拐点………………………………………………………………………….3 分

所以在点(1, 4k)处的法线方程：
14 ( 1)

8
y k x

k
   ，

在点(-1, 4k)处的法线方程：
14 ( 1)
8

y k x
k

  


………………………………….…4 分

如果它们通过原点，得
1 24
8 8

k k
k

    


………………………………..…...6 分

31．
法一：令    0ln

 x
x
xxf ，则-----------------------------------------------------------------2 分

  ex
x
xxf 


 ,ln1

2
是可导区间内的唯一驻点-------------------------------------------------3 分

     
e

effxfexxfex 10;0 max  时，时， ----------------------------------4 分

    0lim,lim
0


 

xfxf
xx

-----------------------------------------------------------------------5 分

个实根。时，有个实根；当时，有个实根；当时，有当 0111210
e

a
e

a
e

a  --6 分

法二：令    0ln  xaxxxf ，则-------------------------------------------------------------2 分

 
a

xa
x

xf 1,1
 是可导区间内的唯一驻点----------------------------------------------------3 分

    11ln101;010 max 







aa
ffxf

a
xxf

a
x 时，时， ------------------4 分

    
 

xfxf
xx
lim,lim

0
-----------------------------------------------------------------------5 分

个实根。时，有时，即当

个实根；时，有时，即当

个实根；时，有时，即当

01011ln

11011ln

210011ln

e
a

a

e
a

a

e
a

a





 ----------------------------------------------6 分

知识点 3：曲线的弧微分与曲率

考点 1：曲线的弧微分与曲率

1．
2

2
2．顶点 3． dxx241 2 4． 21 ,ds y dx  2 3/2

| |
(1 )

yK
y




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第四部分 不定积分 答案

知识点 1：基本性质

考点 1：原函数、函数、导函数三者的关系

1．B 2．A 3．B 4．D 5．A 6．D
7．C 8．A（a、b、c、e 是正确的） 9．AC 10．C

考点 2：复合函数求不定积分

1．A 2． Cxex  3．C 4．�ln� + � 5．C 6．D

7． Cxxx  cossin 8．C 9．
2

2
1 4x




10．
2

2
1 4x

11．  221 1
2

x C   12．A 13．
2

2

xe C

考点 3：大题计算不定积分

1．解：令 3u x ，则
3 2,d 3 dx u x u u  --------------- 1 分

2 23 d 3 du uu e u u e  原式

2 2 23( d ) 3 6 du u u uu e e u u e ue u     --------------- 2 分

2 23 6 d 3 6( d )u u u u uu e u e u e ue e u      --------------- 2 分

2
3 3

1
2 33 ( 2 2) 3 ( 2 2) .u xe u u C e x x C        ------------- 1 分

评分标准说明：没写“C”扣 1 分。

2．

3．提示：三角代换。

答案 C
x

x





4
42

4．提示：变量代换。

答案：
Ceex xx  22

2
1
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5．解： 
xex dx  xdex --------------------------2 分

 
 xex  ex dx --------------------4 分

  xex ex C ------------6 分

6．令 tx  （分部积分法）=   Ctet 12 ；

7．答案   Cx
x

xd



  lnarcsin

ln1
ln

2

8．解：令 sinx t ，则 cosdx t 于是 ---------------------1 分

   2

cos
1 sin cos 1 sin1 1

dx tdt dt
t t tx x

 
  

   -------------------2 分

 
2

1 sin
cos

t dt
t


  --------------------3 分

2
2

1sec cos
cos

tdt d t
t

   ------------------------4 分

1tan
cos

t C
t

   ------------------------5 分

2 2

1 1
11 1

x xC C
xx x


     

 
------------------------6 分

9．解：原式  2sec 1x x dx  --------------------1 分

tanxd x xdx   --------------------2 分

2

tan tan
2
xx x xdx   --------------------4 分

2

tan ln cos
2
xx x x C    ------------------6 分

10．解：原式 2 2

3 3
12 2
33 3ln1 122 2

x x

x x

d
dx

   
   
    

       
   

 

   

3
2

2

1 1 1 1 1 1 1 3 2ln ln3 31 1 1 2 ln 3 ln 2 1 2 ln 3 ln 2 3 2ln 2ln
2 2

x
t x x

x x

dt tdt C C
t t t t

   
                  
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11．解：

2sec tan tan tan 3

tan ln cos 6

x xdx xd x x x xdx

x x x C

  

  
   



12．解： 2 2

ln 1 ln 1 ln 1lnx x xdx xd dx C
x x x x x x

          
   

13．解：原式= 2

2

1 arcsin
2 1

xdx
x -----------------2 分

= 2arcsin 1xd x  -----------------4 分

= 21 arcsinx x x C     -----------------6 分

14．解：原式=
4sec

tan
xdx
x -----------------2 分

21 tan tan
tan

x d x
x


  -----------------4 分

2tanln tan
2
xx C   -----------------6 分

15．解：
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16．− 1
3
�−1

3 + �
17．解：
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第五部分 定积分 答案

知识点 1：定积分的性质

考点 1：定积分的性质和几何意义

1．A 2．D 3．
2 1

1 0
ydx ydx  4．A 5．C

考点 2：定积分求极限

1．ln2 2．
�
4

3．sin1 − cos1 4．
1
4

考点 3：变上限定积分

1．略（见 B 站我的账号上录制的视频）

2．B 3．B 4．2 5．��(�2) 6．
1
3

�3 − 1
3

, 0 ≤ � < 1
� − 1, 1 ≤ � ≤ 2

7．
1
3

8．
1
3

9．D 10．   1,0 1,  

11． ye
xcos

 12．−1

13．

14．原题录入有误，正确的题目见下。
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考点 4：定积分与极限

1．C 2．
18
1

 3．原式= ���
�→∞

����
2�

（洛必达法则） = 1
2
. （0 比 0）

4．解：原式

2cos

0

sin 1lim
2 2

x

x

x e
x e






  ---------------------6 分

5．解：
   

2
2 4

0

0 0

cos 2 cos
lim lim 2

1 cos sin

x

x x

t dt x x
x x 

 




6．解：
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7．解：

8．解：原式

2 22 2 5

5 50 0

2 sin 2 1lim lim
6 6 3

x xL

x x

x x e x x e
x x



 


  

9．解：原式=
3

0

0

sin ln(1 )
lim

sin

x

x

t t dt x

x x

 




-------------1 分

=
  2

0

sin ln 1 3
lim

1 cosx

x x x
x

  


-------------3 分

=
  2

0 0

sin ln 1 3lim lim
1 cos 1 cosx x

x x x
x x 

 


 
------------------4 分

=
2

2 20 0

3lim lim 4
2 2x x

x x x
x x 


   ------------------6 分

10．解：解：    
0

( )lim 0 0 0 0
x

f x A f
x




     -----------------1 分

 
1

0 0

1( ) ( )
xt u x

x f xt dt f u du
x




   -----------------3 分
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   
0
2( ) 0

x
xf x f u du

x x
x




   -----------------4 分

         0
20 0 0 0

0
(0) lim lim lim lim

0 2 2

x

x x x x

f u dux x f x A
x x x x

  


   


     


 -----------------7 分

       
 0 0

2 20 0 0 0
lim ( ) lim lim lim 0

2 2

x x

x x x x

xf x f u du f u duf x A Ax A
x x x

 
   


        

( )x 在 0x  处连续。 -----------------8 分

考点 5：定积分与复合函数

1．    
6
231

2

1

21

0

2

0
  dxxdxxdxxf

2．提示：变量代换。答案= 7
3

− 1
e

3．

4．

5．
1
2
�

1
4 − 1（将�的负一次方改为� − 1）
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6．解：令
1

0
( )A f x dx  -----------------2 分

则 ( ) 2f x x A  -----------------3 分

两边对 x在 0,1 上积分，得

 
1

0

12 2
2

A x A dx A    -----------------5 分

1
2

A  

( ) 1f x x   -----------------6 分

7．cos� − 2
1+�

8．提示：令所求值为�，分部积分法。答案： 4
12ln

2
1 

A

考点 6：计算定积分

1．B 2．B 3．B 4．A 5．
16
3

6．
9
2

� 7．
2
3

8．−2 9．2 10．
4
3

11．
3
2

12．
2


13．0 14．
2
 15．0

16．
23

16
 17．

1
6

18．解：令 x=sinu, 则 dx=cosudu, 当 x=0, u=0;当 x= 1
2

,
6

u 
 ------------- 2 分

6 6 6 62

0 0 0 0

1 cos 2 1 1sin d d d cos 2 d
2 2 2

uu u u u u u u u u u
   

      原式

------------- 2 分

6 6
2 2

6
00 0

2

1 1dsin 2 sin 2 sin2 d
144 4 144 4

3 1 .
144 48 16

u u u u u u
  

 

       

  

 
------------- 2 分

19．
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20．注意：被积函数有绝对值，需分区间。答案

3
24 2 2

3 3 2
 

    
 

21．提示：分部积分法原式=   12ln2ln1  
。能化为相同答案的其他形式都可以。

22．（凑微分法）答案=
2
2arctan

2
2

23．（分部积分法）解：原式=− 0
1 � ∙ �−��( − �)� =− 0

1 ���−�� =− � ∙ �−�|10+ 0
1 �−���� =− �−1 − �−�|10= 1 − 2

�

24．解：原式

------------------2 分

-----------------4 分

-----------------6 分

25．解：令 sinx a t ，则
2 2 cosa x a t  ， cosdx a tdt ， -------------------------2 分

0x  时 0t  ， x a 时
2

t 
 ，

于是原式 2
0

cos
sin cos
a t dt

a t a t




 2

0

sin
cos sin
a t dt

a t a t




 --------------------------4 分

2
0

1 sin cos
2 sin cos

a t a t dt
a t a t

 


 4


 ---------------------------6 分

26．解：设   







2
0

2
0

2

sincos
cos

cossin
sin 



dt
tt

tdx
xx

xI
tx

，则
2sincos

cossin2 2
0







  dx
xx
xxI ，


4


I

27．解：令 tanx t ， 1x  时，
4

t 
 ； 3x  时，

3
t 
 ，

2sec 2dx tdt  

原式

2
3 3

2 2
4 4

33
2

4 4

sec sec 3
tan sec tan

cos 1 5
sin sin

2 32 6
3

t tdt dt
t t t

t dt
t t

 

 



 

 


  

 

 









   

 
 

0 2 2

2 0 0

2 22
00 0

2

2

2 2

2 1

x x x

x x x

x x e dx x x e dx xe dx

xde xe e dx

e




    

  

 

  

 
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28．解：令 5 4t x  ，则
25

4
tx 

 ，
2
tdx dt  ，

于是  
2

31 1 3 2 3
11 3 1

5
1 1 14 5 5

2 8 8 3 65 4

t
x t tdx dt t dt t

tx


              

  

29．原式= 2 2
2 20 0

sin sin 2 
1 cos 1 cos

x xdx dx
x x

 


   -----------------1 分

2 2
20 0

1 1cos cos 2
1 cos cos 2

d x d x
x x

 

  
  -----------------3 分

=   2 2
0 0arctan cos ln cos 2x x
 

  -----------------5 分

4


 -----------------6 分

30．解：原式=
1 12

2 2
1 1

2 cos 
1 1 1 1

x x xdx dx
x x 


   

  -----------------1 分

1 2

2
0

4
1 1

x dx
x


 

 -----------------3 分

=
1 2 2

2
0

(1 1 )4 .x x dx
x

 
 -----------------5 分

1 1
2

0 0

4 4 1 4dx x dx       -----------------6 分

31．解：左=

2
2

22lim lim 1

x a ax
x a x a

a

x x

x a a e
x a x a

 


 


 

                 
-----------------2 分

右=
2

2 2 2 2 2 232
2 2

x
x x x x a a

a aa a a

e axe dx xde xe e dx ae e
                   -----------------5 分

2
3

a  -----------------6 分

32．0 33．（同第 29 题） 34．（提示：利用和差化积公式）答案：
2
3

35．（提示：三角换元）答案：
�
4

36．（提示：换元+分部积分）答案：−4�

37．（提示：三角换元）答案：
�
8

38．2
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xo 2

知识点 2：曲线弧长

1．B 2．C 3．B 4． 5 5．
14
3

6． 11
0

2  xx
edxy ，且 00 xy ，得 12  xey ，取 12  xey ，积分得：

Ceey xx  1arctan1 22
，由初始条件知 C=0，故 1arctan1 22  xx eey 。

知识点 3：反常积分

考点 1：反常积分的敛散性

1．B 2．D 3．B 4．D 5．C
6．C 7．B 8．AC 9．B 10．D

考点 2：计算反常积分

1．
1
2

2．6 3．
1
2

4．
�
3
（题目录入错误，将� + 2 改为� − 2）

5．
�
4�

6．ln2

知识点 4：定积分的应用

考点 1：旋转体相关

1．

2．解：(1) 区域 D如图

A=
2

2 2 3

0
0

1 8d
3 3

x x x  ； ------------ 3 分

(2)
4

4 4 2

0 0
0

4 d d 16 8
2yV y y y y         . ------------ 4 分

3．
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4．此题是第 5 题的简化版，请结合第 5 题一起做。（第 5 题少一个� = �2的条件）

5．提示：作图理解，空心体积=外圈体积−内圈体积。

答案：(1)�(1,1) (2)� = 2� − 1 (3)� = �
30

6．解：由题意，面积
3
11

0

2  dxcbxax ）（ ，即 2632  cba ；----------------2 分

又经过原点，则 c=0；因此 232  ba ----------------------4 分

体积  ）（）（ 2
2221

0

2

135
2

27
1

27
4)

325
( aababadxbxaxV   --------6 分

）（ 2

135
2

27
1

27
4 aaV  的取得最小值时，

0
135

4
27
1

 ）（ aV ，得
4
5

a ，
2
3

b

而 0V ，所以此时体积最小--------------------------------------------------------------9 分

7． 0,2,
3
5

 cba

8．（旋转体体积、最值问题）

（1）
� = ��2

� = 1 − �2 ⇒ (� = 1
1+�

, � = �
1+�

), ���: � = �
1+�

�.

�(�) = 0

1
1+� � ∙ �2

1+�
∙ �2��� − 0

1
1+� � ∙ �2 ∙ �4���

= ��2

1+�
∙ 1

3(1+�) 1+�
− ��2

5(1+�) 1+�
= 2

15
��2 ∙ (1 + �)−5

2

（2）�'(�) = 2
15

� ∙ [2� ∙ (1 + �)−5
2 − 5

2
�2 ∙ (1 + �)−7

2] = 2
15

��(1 + �)−5
2[2 − 5

2
�(1 + �)−1]

令 �'(�) = 0，解得唯一驻点 � = 4.
当 a < 4 时，V'(a) > 0, 当 a > 4 时，V'(a) < 0,
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∴ � = 4 为极大值点，也为最大值。此时 �(4) = 32�
15×25 5

9．解：平面图形 � 如图 1 所示：

10．解：（1）    2 2

0
1

2
c x cV c e dx e     ， ----------------------2 分

又  lim
2c

V c 


 ，    21
2

aV a e   ， ---------------------3 分

由    1 lim
2 c

V a V c


 得
1 ln 2
2

a  ---------------------4 分

（2）设切点为  0
0 , xx e ，则切线斜率 0xk e  ，

切线方程为  0 0
0

x xy e e x x     ， ---------------------5 分

令 0x  得   0
01 xy x e  ， 0y  得 01x x  ，

从而切线与坐标轴夹成的面积为   0
2

0 0
1 1 ( 0)
2

xS x e x   ， ---------6 分

  02
0

1 1
2

xS x e   ，令 0S   得 0 1x   （负值舍去），当 0 1x  时， 0S   ；当 0 1x  时， 0S   ，故当

0 1x  时，面积 S有极大值，亦即最大值，

所以切点为  11,e ，最大面积
12S e 。 -----------------------8 分

11．解：由题设，当 0x  时，
   

2

3
2

xf x f x a
x

 
 ，即

  3
2

f xd a
dx x

 
 

 
，由  f x 在 0x  处连续性，

得    23 , 0,1
2

f x ax cx x   ， -------2 分

又由已知条件，得
1 2

0

32 , 4
2 2 2

a cax cx dx c a       
  ，

因此    23 4
2

f x ax a x   --------4 分
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所求旋转体体积为      
2

1 12 2 2

0 0

3 1 1 164
2 30 3 3

V a f x dx ax a dx a a                  ，-----6 分

由   1 1
15 3

V a a     
 

，令   0V a  ，得唯一驻点 5a   ，

又因   1 0
15

V a   ，故 5a   时，旋转体体积为最小。 ------------8 分

12．解：（1）   26
2

0

422
0

2

3

0 8
3sinsin12sincos3sin44 atdttadtttataydxA

a






华里士公式

 

（2）     atdttadtyxL 6sincos344 2
0

2
0

22  


（3）   32
0

2

62

0

2

105
32sincos3sin22 adtttatadxyV

a




 

13．解：（1）由题意知：  2 3
1

0

1
6

a

S x ax dx a    ，  
3

2 3
2

9 19
2 6a

S x ax dx a a     ，

1 2 , 2 3S S a    

（2）设 1 2,S S 绕着 y轴旋转一周而成的体积分别为： 1 2,V V ，则：  
2

2
1

0

82 2
3

V x x x dx     ，

 
3

2
2

2

432 2 7
6

V x x x dx      ， 1 2/ 16 / 43 8V V   

14．解：  2 2 3
1 0

2
3

t
S t x dx t  

 1 2 2 2 3
2

1 2
3 3t

S x t dx t t    

  2 3 2
1 2

1 4 4 2
3 3

S S t t t t
       

 
，驻点

10,
2

t t 

 1 2 8 2S S t   ，  1 2 0 2tS S 
   ，  1 2 1

2

2
t

S S


 

所以，当
1
2

t  时， 1 2S S 最小。

15．     2 2b

a
f x g x dx 
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16．解：    23
21

3 3OPA

c c a
V c c a c





      -----------------2 分

记弧OP与直线 PA及 x轴围成的图形绕 x轴旋转的旋转体体积为V ，则   2

0

c
V x x a dx  --5 分

5 4 2 3

5 2 3
c ac a c

 
   

 
-----------------6 分

 23 5 4 2 3 5
3 5 2 3 4

c c a c ac a c c a



  

     
 

-----------------8 分

17．

第六部分 微分方程 答案

知识点 1：基础练习

1．D 2．
2

2
x

y Cxe

3．解：特征方程 2 2 9 0    , 特征根 1 2 2i    . ------------- 1 分

所以齐次方程得通解为 1 2( cos 2 2 sin 2 2 )xy e C x C x  ------------- 2 分
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因为-1 不是特征根，设特解为y = A e¡ x，代入得， 1A  . ------------- 2 分

所以，原方程的通解为 1 2(1 cos 2 2 sin 2 2 )xy e C x C x   .------------- 1 分

评分标准说明：没写“C1，C2”扣 1 分。

4．解：(1)由 2 2'( ) '( ) ( ) ( ) '( ) ( ) ( )F x f x g x f x g x g x f x   

   22( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 2 ( )xf x g x f x g x e F x     ------------ 2 分

可见 F(x)所满足的一阶微分方程为
2'( ) 2 ( ) 4 xF x F x e  ------------ 2 分

(2) 2d 2d2 2 4 2 2( ) 4 d 4 d
x xx x x x xF x e e e x C e e x C e Ce

                 --------- 2 分

将 F(0)=f(0)g(0)=0 代入上式，得 C= -1， 于是 2 2( ) x xF x e e  --------- 1 分

评分标准说明：第 1 题不要求画图；第 2 题未求“C”扣 1 分。
5．A
6．

7．
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8．C

9．提示：齐次方程+有理函数积分，书本原题，计算较繁琐。特解为：
223 xyy 

10．A 11．�2� = 1

12．解：特征方程
2 1 0r   解得 r i  ， --------------------------1 分

对应齐次方程的通解为   1 2cos sinY x C x C x  ------------------3 分

分别求
xy y e   与 cosy y x   的特解

*
1y 和

*
2y

可解得
*

1 2

xey  ，
*

2
sin
2

x xy  ， ----------------------5 分

所以原方程通解为 1 2
sincos sin

2 2

xe x xy C x C x    -----------6 分

13．A 14． 1)1()1( 2
21  xCxCy

15．（I 型+I 型）
2
1

2
1

2
3)( 222

21  xexexCCy xx 16．C 17．�� = 2

18．（一阶非齐次线性方程组）

解：�(�) = 2�, �(�) = 4�,
� = �− 2���� [ 4� ∙ � 2���� ��� + �] = �−�2[ 4� ∙ ��2��� + �] = �−�2[2 ∙ ��2��2� + �]
= �−�2[2��2 + �] = 2 + � ∙ �−�2

19．D 20．B 21．
cosC xy
x




22．解：特征方程
2 1 0r   解得 r i  ， --------------------------1 分

对应齐次方程的通解为   1 2cos sinY x C x C x  ------------------3 分

分别求
xy y e   与 cosy y x   的特解

*
1y 和

*
2y .

可解得
*

1 2

xey  ，
*

2
sin
2

x xy  ， ----------------------5 分

所以原方程通解为 1 2
sincos sin

2 2

xe x xy C x C x    -----------6 分

23．    2
1 21 1 1y C x C x     （答案不唯一）

24．解：原方程变形为
2( 1) ( 1)y x dy y dx   ， --------------1 分

设
2 1 0y   ， 1 0x   ，分离变量得 2

1
1 1

y dy dx
y x


 

， --------------3 分

两端积分 2

1
1 1

y dy dx
y x


   ， --------------4 分
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得
2

1
1 ln 1 ln 1 ln
2

y x C    ， --------------5 分

于是    2 22 2
11 1 1y C x C x      （

2
1C C  ） --------------6 分

25．解：
2 1y x x   在点  0,1 处的切线斜率为 0 1xy    ，

故应求 3 2 2 xy y y e    满足 0 1xy   ， 0 1xy    的特解， ----------------2 分

特征方程为
2 3 2 0 1, 2r r r r      ， -------------------4 分

可令特解形式为
xy Axe  代入得 2A   ，

从而得到通解为
2

1 2 2x x xy C e C e xe   ---------------------6 分

代入 0 1xy   ， 0 1xy    得 1 21, 0C C  ，所求为   2x xy x e xe  --------8 分

26．D 27．
2xy Ce

28．解：相应齐次方程
1

2



x
y

dx
dy

，可得  21 xCy ，将   21 xxCy 代入原方程，可得：

   2
1

1 xxC ，则     CxxC  2
3

1
3
2

，故原方程通解为     



  Cxxy 2

32 1
3
21 。

29．解：原方程可变形为：

1

1

y
dy x

ydx
x





，令：

y u
x
 ，则： , 2dy duy xu u x

dx dx
   

从而原微分方程变形为：
2 1

1
du ux
dx u


 


，分离变量得： 2

1 1
1

u du dx
u x


 


，

两边同时积分得：  21 ln 1 arctan ln 5
2

u u x C      

即：
2 2ln arctan 6yx y C

x
   

30．解：
2 1y x x   在点  0,1 处的切线斜率为 0 1xy    ，故应求 3 2 2 xy y y e    满足 0 1xy   ，

0 1xy    的特解， 2

特征方程为
2 3 2 0 1, 2r r r r      ，可令特解形式为

xy Axe  代入得 2A  

从而得到通解为
2

1 2 2 5x x xy C e C e xe    

代入 0 1xy   ， 0 1xy    得 1 21, 0C C  ，所求为   2 6x xy x e xe   
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31．

32．

33．

34．�� = 2 或 � = 2
�

35．
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36．

第七部分 证明题专练 答案

知识点 1：导数相关

考点 1：不等式证明（三角函数、指数函数、对数函数等）

1．证明：令 2 2( ) 1 ln( 1 ) 1 , [0, )f x x x x x x        ，显然，f(0)=0. ---- 1 分

又因为，当 x>0, 2 2

2 2
'( ) ln( 1 ) ln( 1 ) 0

1 1
x xf x x x x x
x x

        
 

故而 f(x)在[0, ) 上单调递增， ------------ 2 分

当 x>0 时，f(x)>f(0)， 即 2 21 ln( 1 ) 1 .x x x x     ------------ 1 分
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2．证明：设 31( ) tan , [0, )
3 2

f x x x x x 
    ，则 f(0)=0， ………………………………………....1 分

2 2 2 2'( ) sec 1 tan 0, (0, ).
2

f x x x x x x 
       …………………………………...…..2 分

所以，f(x)在[0, )
2


上单调递增，所以当0
2

x 
  ， f(x)>f(0)=0.

即 31tan .
3

x x x  ………………………………………………………………………..…..4 分

3．（搜题软件可以搜到这道题目的）

4．

5．

6．证明：（教材 P132，例 1）

7．证明：函数 � � = ln�，定义域 0， + ∞ ，�' � = 1
�

, �'' � =− 1
�2 < 0 ,在定义域上为凸函数，根据凸
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函数定义知：ln �+�
2

> ���+���
2

= �� �� 得证

8．证明：令     )1(2ln1  xxxxf ，即证   )1(,0  xxf -------------------------------2 分

因为   11ln 
x

xxf ，-------------------------------------------------------------------------------3 分

          )1(0111,011
2  xfxfxxfx
xx

xf 时单增在 ---------4 分

      )1(,011  xfxfxxf 时单增在 ，得证。----------------------------------5 分

9．证明：要证
b aa b ，只需证 ln lnb a a b ，令 ( ) ln ln ( )f x x a a x x a   -----2 分

( ) ln 1 0( )a af x a x a
x x

       ，

( )f x x a 在 时单调增加，

( ) ( ) 0b a f b f a   时，

即 ln lnb a a b ，所以
b aa b .------------------------------------------------------------4 分

10．证明：提示：令      1 ln 1 arctanf x x x x    ，利用单调性证明

11．证明：当 0x  时，则 1xe x 

证：令   1xf x e x   ，则当 0x  时，   1 0xf x e    ，因此  f x 在 0, 上单调增加。

则 0x  时，    0 0f x f  ，即 1xe x 

12．证明：

1）当 1x  时，即证  1 ln 1x x x  

设      1 ln 1f x x x x    ，则 1x  ，   1ln 0f x x
x

   

所以      1 ln 1f x x x x    在 1, 上单调增加，则 1x  ，    1 0f x f  。

2）当 1x  时，即证  1 ln 1x x x  

令
1t
x

 ，则 1t  ，即证  1 ln 1t t t   ，（1）已得证。

3）当 1x  时，0 0 显然成立。

考点 2：连续和可导性质的考察

1．证明：
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知识点 2：中值定理

1．证明：令 F(x)=f(x)sin x，则 '( ) 'sin cos .F x f x f x  ………………………............................1 分

则 F(x)在[0, 1]上连续，在(0, 1)内可导，且 F(0)=F(1)=0。……………………………..…...2 分

由罗尔中值定理, 存在ξ∈(0, 1)，使得 '( ) 0.F   即   ( )cot .f f     …….……...4 分

2．证明：原式等价于
  ( )

2
f f
a b

 


 



，即

 
2 2

( ) ( )
2

f b a f
b a
 


  




。因为函数在  ,a b 上满足拉格朗日中值

定理的条件，故有  ( ) ( ) ( ), ( , )f b f a f b a a b     。

又因为  f x 和
2x 在  ,a b 上满足柯西中值定理的条件，所以有

 
2 2

( ) ( )
2

f b a f
b a
 


  




，化简可得原命题

成立。

3．证明：要证    21 1f   ，只需证   2

1 0
1

f 


  


，

令  ( ) arctanF x f x x  -----------------------------------------------------------------------------2 分

       ( ) 0,1 0,1 0 0, 1 0F x F F  在 上连续, 内可导,
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   0,1 0F    由罗尔定理知：至少 ，使得

即      20,1 , 1+ 1.f    使得 ------------------------------------------------------------4 分

4．证明：

5．证明：

（提示：作辅助函数   xxF ln ，在  ba, 上使用柯西中值定理。）

6．证明：令    xF x e f x ，则  F x 在  ,a b 上满足拉格朗日中值定理的条件，故存在  ,a b  ，使

            1b a b af a f be f b e f a e ee f f
b a b a

  
        



，又因为函数   xx e  在 ,a b 上满足拉格朗日

中 值 定 理 的 条 件 ， 故 存 在  ,a b  ， 使
b ae ee
b a

 



， 从 而 得    e f f e      ， 即

    1e f f        。

7．（搜题软件上有解析）

8．证明：提示：构造函数    xF x e f x ，在 ,a b 上利用罗尔定理证明。

9．证明：构造函数    F x xf x .

因为  F x 在  a,0 上连续，在  a,0 内可导，且      0 0F a af a F   ，

所以由罗尔定理知：至少存在一点  a,0 ，使得   0F   ，即     0  ff 。

10．证明：
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1
2

1
2

1
2

( ) ( ) [ ( ) ( )]
( ) [ , ]
( )  [ , ]
( ) [ ( ) ( )]

   ( ) [ ( ) ( )]
( ) ( ) ( ) ( ) 0

       
   ( ) ( )  ( ) ( ) 0
    

F x f x f a f b
f x a b
F x a b
F a f a f b
F b f b f a
f a f b F a F b

a b
f a f b F a F b



  



 

 

   



  



设

在 上连续

在 上也连续

又

当 时，

此时取 或

当 时 ，

1
2

( , )
   ( ) 0 ( ) [ ( ) ( )]

a b
F f f a f b


 

 

  



由零点存在定理知，至少存在一点

使得 ，即

命题成立。

11．证明：

( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )
( ) [ , ] ( , ) ( ) ( ) 0

( , ) ( ) 0
( ) ( ) ( ) ( )
( ) [ ( ) ( ) ( )]

0
( ) ( ) ( ) 0

g x

g x g x

g

g

F x f x e
F x a b a b F a F b

a b F
F x f x e f x g x e
F e f f g
e
f f g





 

   

  



 
  

   

    


   



设

则 在闭区间 上连续，在 上可微，且

由罗尔定理知，至少存在一点 ，使得

而

12．（搜题软件上有解析）

13．证明：

法一：柯西中值定理

令 ( ) lng x x .则
1'( ) 0g x
x

  . ------------ 1 分

在(1, 2)上应用柯西中值定理，存在 (1,2)  ，使得

(2) (1) '( )
(2) (1) '( )
f f f
g g g








------------ 2 分

即

2

(2)
1ln 2

f e



 ，故
2

(2) ln 2.f e ------------ 1 分

法二：介值定理

令
2

( ) (2) ln 2, [1,2]xF x f xe x   . 则 F(x)在[1,2]上连续. ------------ 1 分

由积分中值定理：存在η∈[1,2],使得
2 2

1
(2) d

x tf e t e 
因为

4(2)e f e  ，0<ln2<1，
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所以 F(1)=f(2)-eln2>0, F(2)=f(2)-2e4ln2= f(2)-e4ln4<0. ------------ 2 分

由介值定理，得，存在 (1,2)  ，使得 F(ξ)=0，

即
2

(2) ln 2.f e ------------ 1 分

评分标准说明：第 2 题步骤不完整扣 1 分。

14．证明：由中值定理知有一
2 ,1
3

a   
 

使    
1

2
3

3 2f x dx f a  

 f x 在 0,a 上连续，在  0,a 内可导，且    0f a f ，由罗尔定理知至少存在一点    0, 0,1a  

使   0f  

15．

16．课堂例题。提示：分区间使用拉格朗日中值定理+罗尔中值定理。

17．
提示：构造函数法

   
21 x
xfxF




，罗尔定理。
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18．证明：设    F x xf x ，------------------------------2 分

则在  a,0 上连续，在  a,0 内可导，且    0 0F F a  ，------------------------3 分

由罗尔定理可得：至少  0,a  ，使得  F    0，

即  f   f    0，即
 f()  f '() --------------------------------5 分

19．证明：

20．证明：

∵ f(x)在[0, 2]上连续，

∴ 由积分中值定理知，至少∃ξ0 ∈ (0, 2)(关于开闭区间解释，见 235 页注释),

s. t. (使得) 0
2 f(x)dx� = 2f(ξ0)

又∵ 2�(0) = 0
2 �(�)��� , ∴ �(0) = �(�)

21．证明：

不妨设 1 2x x ， 0 1 2(1 )x x x   记 ， 1 0 2x x x 则 。

0 1 2 1 2 0 2 1(1 )( ) , ( )x x x x x x x x         ，由 Lagrange 定理，有

0 1 1 2 1( ) ( ) ( )(1 )( ) (1)f x f x f x x    

2 0 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) (2)f x f x f x x    1 1 0 2 2( )x x x    

( ) 0 ( )f x f x   ， 1 2( ) ( )f f    ， (1) (2)(1 )    ，得：

0 1 2( ) [ ( ) (1 ) ( )]f x f x f x    1 2 2 1[ ( ) ( )] (1 )( ) 0f f x x        

1 2 1 2[ (1 ) ] ( ) (1 ) ( )f x x f x f x         。

22．证明：
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,a b 均为正数， 0 1a
a b

  


，又 )(xf 在  1,0 上连续，由介值定理，存在  0,1  ，使得 ( ) af
a b

 


，

)(xf 在  ,0 及  1, 上分别用拉格朗日中值定理，有

         0 0 , 0,f f f        ；          1 1 , ,1f f f        ；

 
     

f a
f a b f



 

 
 

；
 
     

1
1

f b
f a b f




 


  
 

；

即     ba
f
b

f
a





 

。

23．证明：

24．证明：

25．可以使用搜题软件，或翻阅 2022 A1 期中考试的那个文件。

知识点 3：积分

考点 1：定积分

1．课本第五章第三节例题。提示：变量代换法+还原法。

2．提示：偶函数概念+负代换。可以使用搜题软件。

3．提示：由      
b

a
dxxfbxax 分部积分证得。

4．证明：（求导或分部积分法）
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左= 0
� �(�)��� ∙ �|�0− 0

� ��(�)��� = � ∙ 0
� �(�)��� − 0

� ��(�)��� = 0
� �(�)(� − �)��� = 右.

5．证明：

设  



 2

02
2

01 sincos
sin,

sincos
cos 

dx
xx

xIdx
xx

xI ，
40

2 21

21

21 










 II
II

II

6．证明：

（1）证明：       


a

a

a

a
dxxfdxxfdxxf

0

0

   



aa

dxxfdxxf
00

-----------------1 分

令 tx  ，则 dtdx  ，当 0x 时， 0t ； ax  时， at 

        
 aaa

dxxftdtfdxxf
000

----------------2 分

故得        


aa

a

a
dxxfdxxfdxxf

00

     
a

dxxfxf
0

（2）由上述结论

 
















4
0

4

4 sin1
1

sin1
1

sin1



 dx
xxx

dx
-------------------3 分

 
 4

0 2sin1
12



dx
x

 4
0

2sec2


xdx

2 ---------------------4 分

7．证明：  
0

2
0

2 2

sin sin sin
x t

n n nxdx t dt xdx


  
 

     

2 2
0 0 0

2

sin sin sin 2 sinn n n nxdx xdx xdx xdx
  

     

8．证明：      ( )
x

a
A x f x x a f t dt    ，      ( )

b

x
B x f t dt f x b x  

令            ( ) 2007
x b

a x
F x f x x a f t dt f t dt f x b x          -----------------2 分

          ( ) 2007 0 0F x f x x a f x b x f x        

故 ( )F x 在 ( , )a b 内至多有一个零点。 -----------------4 分
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又          ( ) 2007 2007 0
b b

a a
F a f t dt f a b a f t f a dt             

         ( ) 0
b b

a a
F b f b b a f t dt f b f t dt        
故由零点定理知， ( )F x 在 ( , )a b 内至少有一个零点。 -----------------6 分

综上所述，可知 ( )F x 在 ( , )a b 内有唯一的零点 ，使得 ( ) 0F   ，即
 
 

2007
A
B



 。

9．证明：令 )(xF  2

0

))((
x

dttf ,10,)(
0

3  xdttf
x

-----------------2 分

则 )].()(2)[()()()(2)( 2

00

3 xfdttfxfxfdttfxfxF
xx

 

记 )(xG )()(2 2

0

xfdttf
x

 .10,  x

)],(1)[(2)()(2)(2)( xfxfxfxfxfxG  -----------------4 分

因为 1)(0,0)0(  xff ，所以当 10  x 时， 0)( xf ， 0)(1  xf ， 0)(  xG ，又

0)0( G ，故 ,0)( xG 从而 0)(  xF ，又 0)0( F ，故当 10  x 时， 0)( xF ，也有 0)1( F ，

即 .)())((
1

0

32
1

0
  dxxfdxxf -----------------6 分

知识点 4：零点、实根相关

考点 1：零点、实根相关

1．证明：（1）       21


xf
xfxF

（2）  xF 递增，又         0,0  
a

b

a

b
dttfbF

tf
dtaF ，由零点定理知结论成立。

2．可以使用搜题软件。

3．提示：令   xxxxxf cossin2  ，在 











2
,0,0,

2


上分别使用零点定理，证明至少有两个零点。

再用罗尔定理反证，不可能有更多的零点。

4．证明：设   1ln
2

f x x x   ，在
1 ,1
e
 
  

上连续，且
1 1 3 0

2
f
e e

     
 

，   11 0
2

f   ，由零点定理知
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至少存在一点  1 ,1 0,1
e

    
 

，使得   0f   ，即方程
1ln
2

x x  至少有一个不超过 1 的正根。

5．证明：（1）先证有唯一实根

a）设   1 2 1n nf x x x x x      ，在 0,1 上连续，

又      0 1 0, 1 1 0 2f f n n      

所以由零点定理知：  f x 在  1,0 内至少存在一个零点。

b）因为  0,1x  以及 2n  ，    1 21 2 1 0n nf x nx n x x        

所以  f x 在 0,1 上单调增加，  f x 在 0,1 上至多存在一个零点。

因此，方程
1 2 1 0n nx x x x      在  1,0 上必有唯一的零点。

（2）再证 nn
x


lim 存在。记该唯一零点为 nx 。

（注： nx 是与 n 有关的量， 3x 是方程
3 2 1 0x x x    的根， 4x 是方程

4 3 2 1 0x x x x     的根…，

所以 nx 为一数列。）

a)由上述知， 2,0 1nn x    ，即数列有界。

b) 1 2 2 1 2
1 1 1 1 1 1 1 11 0 1 0n n n n

n n n n n n n nx x x x x x x x  
                     

而
1 2 1 0n n

n n n nx x x x      ，所以 1n nx x  ，即数列单调减少。

因此 nx 极限存在。

（3）求 nn
x


lim

1 2 1 0n n
n n n nx x x x      

     1 2 1 21 2 1 1 2 1n n n n
n n n n n n n n n nx x x x x x x x x x                 

即        1 11 2 1 lim 1 lim 2 1n n
n n n nn n
x x x x 

 
      

1lim 0n
nn
x 




  10 1 2 lim 1 lim
2n nn n

x x
 

      。

6．可以使用搜题软件。


	10．解：（1），            ---
	又，
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	，令

