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第八章 向量代数与空间解析几何
第一部分 向量

1．−6 2．−1

第二部分 空间直角坐标系

1．(1, 2, − 3) 2． 3．  2,2,1

第三部分 两向量的数量积

1．D 2．
1arccos
15

3．C 4．2 3

5．
7 3

3
6．

3


7． 2 8．A

第四部分 两向量的向量积

1．2 2．± 1
6

(1, − 2,1) 3．B

第五部分 平面及其方程

1．A 2． 4
29

3．1 4．D

第六部分 空间直线及其方程

1．( − 7, − 6, 8)（答案不唯一） 2．A 3．
4
5

4．C

5． 6．C 7．� − 3� + � + 2 = 0 8．C

9．
9 8 7 21 0
5 3 3 9 0
x y z
x y z
   

    
10．B 11．B 12．C

13．A 14．
2 31

4 6
y zx  

   15．A 16．B

17．C 18． ( 1) 16( 2)+10( 1) 0x y z      19．A 20．A

21．
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22． 1 (6, 2, 3)s  


, 2 1 2 1 ( 2, 1, 4)
2 0 1

i j k
s      



 


, ………2 分

取平面的法向量为 1 2 6 2 3 ( 11,30, 2)
2 1 4

i j k
n s s      

  

 

  
………2 分

所以平面方程为： 11( 4) 30( 3) ( 1) 0x y z       ，即11 30 135 0.x y z    …2 分

第七部分 曲面及其方程

1．A 2．A 3．D 4．B

5．

第八部分 空间曲线及其方程

1．解：将 1 2z x  带入第一个方程 ------------ 1 分
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得到 2 22 45(x- )
5 5

y  ------------ 3 分

引进参数

2x (1 cos )
5

2 sin [0,2 ]
5

1 4 cos
5 5

t

y t t

z t




 


  



 

； ------------ 6 分

评分标准说明：t 的范围未给出扣 1分。

第九章 多元函数微分法及其应用
第一部分 多元函数的基本概念、n 维空间

无

第二部分 多元函数的极限、连续性、部分性质

1．

2．1

第三部分 一阶偏导数和高阶偏导数

考法一：求偏导数的值

1．
1
2

 2．3 3．
1
2

4．B

5．A 6．2

7．解：
2 23 3z x y

x


 


，
2

6z y
x y


 
 

（考试记得写上过程，不要只写答案哈）

8．解：
��
��

= 2���+� + �2 + �2 ��+� = �2 + 2� + �2 ��+�. ………………….（3 分）

�2�
����

= 2���+� + �2 + 2� + �2 ��+� = �2 + 2� + 2� + �2 ��+�. …………（7 分）

9．
2 2

2 x yz xe
x





，   2 2

2
2

2 2 4 x yz x e
x


 


，

2 2
2

4 x yz xye
x y




 

10． 1, lny yz zyx x x
x y

 
 

 
Q

1 2
ln

x z z z
y x x y
 

  
 
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考法二：结合上一部分的内容，证明极限存在、连续、偏导存在、可微（下一部分学，可以先隔过去）

1．C 2．D 3．B 4．B

5．

6．（1）因为
   

   
, 0,0
lim , 0 0,0

x y
f x y f


  ，所以连续。

（2）      
0

,0 0,0
0,0 lim 0x x

f x f
f

x 

 
  


，同理  0,0 0yf  

   
   2 2

, 0,0 x yz f x y f
x y

 
     

  
，若可微，

     0,0 0,0x yz f x f y o        ，而

   

   
       2 2, 0,0 , 0,0

0,0 0,0
lim limx y

x y x y

z f x f y x y
x y     

       


  
不存在，所以不可微。

7．
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8．（1）点（0，0）连续。…………2 分

（2） )0,0(xf  0)0,0()0,(lim
0






 x

fxf
x

， )0,0(yf  0)0,0(),0(lim
0






 y

fxf
y

，…………4 分

但不可微。 …………6 分

（第 7 题答案给的很简略，建议按照上面大题给的参考过程来）

第四部分 全微分

1．d� + 2ln2d� 2． 2 2 2 2(2 sin ( ) cos ) (2 sin ( ) cos )x xy y x y xy dx y xy x x y xy dy    

3．2d� + d� 4．d� = (� + 1
�

)d� + (� − �
�2 )d� 5．

6． 1 lny yyx dx x xdy  7． 2 2 2 21 1
y xdx dy
x y x y


 

8．C

9．C 10． dydx 44  11．  cos sinxye xy ydx xdy 

12．解： 2 2 2 2(1,2)
(1,2)

2 2 1 2
1 1 3 3
 

        

x ydz dx dy dx dy
x y x y

（6 分）

13．
1
,

y
z

x
yu x
z


 ……(1 分),

1 ln ,
y
z

yu x x
z

 ……(2 分), 2 ln ,
y
z

z
yu x x
z

  ……(3 分)

1

2

1 ln ln .
y y y
z z zy ydu x dx x xdy x xdz

z z z


   ……(6 分)

第五部分 多元复合函数求导

1．    1 2 1 2f yf dx f xf dy      2． 3．51

4． dydx 24  5． z xy 6．C

7．解： 1 2 1 2
1 1( ) 0z f y f yf f

x y y
         


….………3 分
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2

1 11 12 2 21 222 2 2
1 1[ ( )] [ ( )]z x xf y f x f f f x f

x y y y y y
                 
 

.………6 分

1 11 2 222 3

1 .xf xyf f f
y y

       .………7 分

8．

9．

10．

版本一：解：
  xyeff

x
z





21 1

   
  xxx

xxxx

effyefeyf

effyeefeff
yx
z








222
2

1211

222121211

2

1

11

版本二：解：设 , xu y x v ye   ， 则
' 'x
u v

z f ye f
x


  


 

 

2
' '

'' '' '' '' '

'' '' 2 '' '

        ( )

        1

 
  

  

     

     

x
u v

x x x x
uu uv vu vv v

x x x
uu uv vv v

z f ye f
x y y

f e f ye f e f e f

f e y f ye f e f

11．
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12． 4 2
1 2

z x f x f
y
    


……(2 分)

2 2
3 4

1 2 11 224 2z z x f x f x y f y f
x y y x
             
   

……(6 分)

13． 1 22 2xz xf yf xg     ………(2 分)

11 12 21 22 22 ( 2 ) ( 2 ) 2 2xyz x f y f x f y f x y f xg y               
   

………(4 分)

2 2
11 12 22 24 2( ) 4xyf x y f xyf f xyg           ………(6 分)

14．
2

2 2 2 3 4
1 2 11 12 22 122 , 4 4 2z zxyf x f x y f x yf x f xf

y y
           
 

15．∵ �具有二阶连续偏导数， ∴ ∂2z
∂x∂y

= ∂2z
∂y∂x

��
��

= �2' ∙ sin�

∂2z
∂x∂y

= ∂2z
∂y∂x

= ∂(�2'∙sin�)
∂x

= cos� ∙ �2' + sin� ∙ ��2'
��

��2'
��

= �21'' ∙ 1 + �22'' ∙ ����� = �12'' + ����� ∙ �22''

∴ ∂2z
∂x∂y

= sinx ∙ �12'' + � ∙ ���� ∙ ���� ∙ �22'' + ���� ∙ �22'' + ���� ∙ �2'

16．
2

2,y y y y y
u x uu uy xu xy u

z zf e f xe f e f xe f f e f
x y x
 

      
  

17．解： 



2x
yf

x
yf

x
z

， 



x
f

y
z 1

 



4

2

33

2

2

2 2
x
y

x
yf

x
y

x
z

，  



322

2 1
x
y

x
f

x
y

yx
z

，  



22

2 11
x

f
xy

z

2 2 2
2 2

2 22 0z z zx xy y
x x y y
  

   
   

18．解法一：方程组两边关于 x 求导，把 y、z 看作 x 的函数
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1 1

1 0x y z

dz dyf x f
dx dx

dy dzF F F
dx dx

          

      

解得：

.y y x

y z

f F xf F xf Fdz
dx F xf F

     


 

解法二：

( , , ) 0 0x y zF x y z F dx F dy F dz F     （ 可微）

解得： .y y x

y z

f F xf F xf Fdz
dx F xf F

     


 

19． 1 22z xf yf
x
   


 
2

2 2
11 12 22 24 2z xyf x y f xyf f

x y
        
 

证明专练

1．

2．版本一：

证： 22222222 11
vu
v

yx
xy

yx
x

yx
y

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z


































  22222222 11
vu

u
yx
xy

yx
x

yx
y

v
y

y
z

v
x

x
z

v
z

































22 vu
vu

v
z

u
z














版本二：

（1）
z z x z y
u x u y u
    

 
    

2

2 2 2 2 2 2

2 2

1

1 1
1 1

x
y x vy y

x x x y u v
y y




      
  

z z x z y
v x v y v
    

 
    

2

2 2 2 2 2 2

2 2

1

1 ( 1)
1 1

x
y x uy y

x x x y u v
y y




      
  

   z xf x y dz f xf dx xf dy f       （ 可微）
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所以， 2 2

z z u v
u v u v
  

 
  

等式成立。

3．
v
z

u
z

x
z












， 2

22

2

2

2

2

2
v
z

vu
z

u
z

x
z

















v
za

u
za

y
z












， 2

2
2

2
2

2

2
2

2

2

2
v
za

vu
za

u
za

y
z

















vu
za

y
z

x
za













2

2
2

2

2

2
2 4 ，因为 0a ，所以

2

0z
u v



 

…………………（4 分）

4．   2 2, , , 2z f x y xy      Q ，

2 2 2 2
2 2

2 2 22 2 , 4 8 4 2f f f f f f f fx y x xy y
x x      
       

      
        

，

同理
2 2 2 2

2 2
2 2 22 2 , 4 8 4 2f f f f f f f fy x y xy x

y y      
       

      
        

，所以
2 2

2 2 0f f
x y

 
 

 
．

5．证明： 2 ( ) ( )g y y xf f
x x x y
    


2 2

2 3 4

2 1( ) ( ) ( ),g y y y y xf f f
x x x x x y y

     


1 ( ) ( ) ( ),g y x x xf f f
y x x y y y
    


2 2 2

2 2 2 2 3 2 3

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g y x x x x x x y x xf f f f f f
y x x y y y y y y x x y y

           


原命题成立。

6．解：方程两边分别对 x求导，联立解出 ,x yz z ，代入即可得证。

第六部分 隐函数求导

1．−2 2．
)1( 22

2

yx
y



3．4

3
1
2

4． �
1−�

5． 1
1+ln�

�
或

�
�+�

6．D 7． 6
2

(d� − d�) 8．B

9．C 10． 2z
1．
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2．

3．版本一：解：设   3,, 222  zyxzyxF ，则 zFyFxF zyx 2,2,2 

    11, 111111 















，，，， ，，
y
z

x
z

z
y

F
F

y
z

z
x

F
F

x
z

z

y

z

x ．

    11,1,121,1,1

2









y
z

z
x

yx
z

．

版本二：解：方程两边对 x变量求偏导，得
z x
x z


 


；对 y变量求偏导，得
z y
y z


 


；

2

2 3( ) yxzz x xy
x y y z z z
 

    
  

，故
2

(1,1,1)

1z
x y


 
 

．

4．解：
2
z

z x
x e


 


………… 3 分，

2

2

4
z

z xy
x y e


 
 

…… …… 6 分

5．解：法一：方程两边同关于 x求偏导，z看作 x的函数，y看作常数。

z
x

x
z

x
z

x
zzx
















2
0422

同理可得：
z

y
y
z







2

法二：令
42,2,2

4),,( 222



zFyFxF

zzyxzyxF

zyx

∴
��
��

=− ��
��

= �
2−�

，
��
��

=− ��

��
= �

2−�

32

2

)2()2(

)(0)
2

(

z
xy

z
y
zx

y
z

x

yx
z




















6．解： x zdu f dx f dz  ……(2 分)，
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z zdz dx dy
x y
 

 
 

……(3 分)，
1 ,

1 1
z z
x y y y


 

 
 

    
……(5 分)

1 1
z z

x
f fdu f dx dy
y y


 

  
      

……(6 分)

7．解：

 

 
 
 

32

2 32 2

1 2 1
,

1

z zxz x z z x z z zz z z x x
x xz z x xz x x z

              
    

8．解：解：方程两端同时对 y求导可得

coscos y+2z 2 0,
2(1 )

z z z y
y y y z
  

  
   

则 ………… 2 分

方程两端同时对 x求导可得

2x+2z 2 0,
1

z z z x
x x x z
  

  
   

则 ………………2 分

上式再对 x求导

2 2 2 2
2

2 2 2 3

z 12+2( ) 2 2 0,
1 (1 )

z z z xz
x x x x z z
   

    
     

则 …………2 分

评分标准说明：该题还可以用微分形式不变性求导，结果正确满分；

9．解：即
�
�

= ln� − ln�.

令�(�, �, �) = �
�

− ��� + ���, 得：�� = 1
�
, �� = 1

�
, �� =− �

�²
− 1

�
.

∴ ��
��

=− ��
��

=
1
�

�
�2+1

�

= �
�+�

, ��
��

=− ��

��
=

1
�

�
�2+1

�

= �2

��+��

证明专练

1．

（勘误：将“2”改为“z”）
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2．证明：因为 , , ,y xz

x y z

F FFx y z
y F z F x F
  

     
  

所以 1.y xz

x y z

F FFx y z
y z x F F F

      
                     

3．证：设      zygzxfxyzyxF ,,

       
gyfx
zgx

F
F

y
z

gyfx
zfy

F
F

x
zgyfxFzgxFzfyF

z

y

z

x
zyx 














 ,,,

    .z zx g z y f z
x y
 

          

第七部分 多元函数微分学的应用

1．(1, 2, 3) 2．(1, 1, 2) 3．D 4．�−2
4

= �−1
2

= �−4
−1

5． 3 0x y z    6．B 7．  2,1,1 8．D

9．A 10．3 1 0x z   11． 2 4 0x y   12． 2 4 0x y  

13．
�

−�
= �−�

0
=

�−�
2�

�
14．4� − 2� − � − 2 = 0 15．A 16． 2 8 16 1 0x y z   

17．  2, 1,0 18．A 19．(0, 2
10

, 3
15

) 20．B

21． 2 0x y   22．D

1．
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2．解：设点 � 为 ),,( 000 zyx

�(� , � , �) = 14222  zyx

xFx 2 yFy 2 zFZ 2

∴可取 n = ),,( 000 zyx

又∵ n∥(1, − 2, 3)


14

321
2

0
2

0
2

0

000








zyx

zyx




























3
2

1

3
2

1

0

0

0

0

0

0

z
y
x

or
z
y
x

1

01432
0)3(3)2(2)11？

)3,2,1(3211






zyx
zyx

nP

即

（：得

），，，（


(?处填写为�1)

2

01432
0)3(3)2(2)11

)3,2,1(3212






yx
zyx

nP

即

（得？：

），，，（


(?处填写为�2)

3．设切点(�0, �0, �0
2+�0

2

2
).

令�(�, �, �) = �2 + �2 − 2�, 得：�� = 2�, �� = 2�, �� =− 2. 取������ = (�0, �0, − 1).

6� + 2� ∙ ��
��

+ 2� ∙ ��
��

= 0

4� + 2� ∙ ��
��

− 4 ∙ ��
��

= 0
⇒

��
��

= 4
��
��

=− 1
⟹ ��� = (1, − 4, 1).

∵ ��������� ∙ ��� = 0, ∴ �0 =− 1 − 4�0. ①

又 ∵ 切平面方程：�0 ∙ (� − �0) + �0 ∙ (� − �0) − (� − �0
2+�0

2

2
) = 0, 且过(1, − 1, − 1)

∴ �0 − �0
2 − �0 − �0

2 + 1 + �0
2+�0

2

2
= 0 ②

由①和②解得：
�0 = 3

�0 =− 1 或
�0 =− 13

17

�0 =− 1
17

∴ 切平面方程为：3� − � − � − 5 = 0 或 13� + � + 7� + 5 = 0
（拓展题说明：将拓展题部分的“曲线”二字改为“曲面”）

拓展题解答：

根据上面给的思路可解得：������ = (�0, �0, − 1), ��� = (1, 1, 2).
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由 ��� ⊥ ��� 且切平面过点 (1, − 1, − 1) 得：
�0 = 1
�0 = 1 或

�0 = 3
�0 =− 1

∴ 切平面方程为：� + � − � − 1 = 0 或 3� − � − � − 5 = 0

4．解：设切平面的切点为 






 
2

,,
2

0
2

0
00

yxyx ……（1 分），则  1,, 00  yxn ……（2 分），有切平面方程

为： 0
2

2
0

2
0

00 



yxzyyxx ；………（3 分）

曲线方程组两边关于 x求导，有
2
35 4





z

xx
dx
dz

，
yzy
zxx

dx
dy





2

56 4

…（4 分）

于是有切向量  2,1,1T ；……（5 分）

因为 0Tn ，即 0200  yx ………（6 分）

且 (1, 1, 1)  位于切平面上，即 0
2

1
2

0
2

0
00 




yxyx ，解得 1,1 00  yx 或 1,3 00  yx …（7 分）

因此所求切平面方程为： 01  zyx 或 053  zyx ………（8 分）

5．（1）消去 z得 2 22 2 2 0.x y x y     …………………………(1 分)

故所求投影直线为

2 22 2 2 0
0

x y x y
z

     



……………………（3 分）

（2）在 ( 1, 1, 2)  处切向量为

( 1, 1,2)

2 2 1 ( 3,3,0)
1 1 2

i j k
s x y

 

   

 


…………………（2 分）

则切线方程为：
1 1 2

1 1 0
x y z  

 


…………………（3 分）

法平面方程为： 0x y  …………………（4 分）

（3）原点到上任一点 ( , , )x y z 的距离为: 2 2 2d x y z   …………………（1 分）

引入拉格朗日函数
2 2 2 2 2( ) ( 2 2)L x y z x y z x y z           ………（2 分）

解方程组

2 2

2 2 0
2 2 0

2 2 0

0
2 2 0

x

y

z

L x x
L y y

L z

x y z
x y z

 
 

 

   
        
   
    

…………………（3 分）
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得

1
2
1
2
1
2

x

y

z

 

 

 

或

1
1

2

x
y
z

 
  
 

…………………（4 分）

代入目标函数，比较得最大值与最小值分别为 6 和
3

2
. …………………（5 分）

6．

7．解：

设切点处坐标为 0 0 0( , , )x y z 则该点处法向量为 0 0(4 , , 1)x y  ………………………………………………2 分

法向量满足

2
2 0

0 0

0 0

z 2
2

4 1
4 2 2

yx

x y


 


  

 

…………………………………………2 分
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解得
1( , 1,1)
2
 …………………………………………2 分

故法线方程为：

1x 1 12
2 -1 1

y z  
 


……………………………………2 分

评分标准说明：坐标算错不给分

9．令 ),(),,( byzayxfzyxF  ，则 2211 ),,(,),,(,),,( fzyxFfbfazyxFfzyxF zyx  …2 分

由于 0 zyx FbFFa ，因此曲面的切平面恒与方向数为 ),1,(),,( banml  的直线相平行。……4 分

10．

方法 1：任意取曲面上一点(�0, �0, �0)

令�(�, �, �) = � + � + � − �. .

则 �� = 1
2 �

, �� = 1
2 �

, �� = 1
2 �

.

法向量：��� = ( 1
�0

, 1
�0

, 1
�0

),

点向式写出切平面：
1
�0

(� − �0) + 1
�0

(� − �0) + 1
�0

(� − �0) = 0.

即
�
�0

+ �
�0

+ �
�0

− � = 0

�轴上截距：� = ��0 , �轴上截距：� = ��0 , �轴上截距：� = ��0 ,
则� + � + � = � ∙ ( �0 + �0 + �0) = � ∙ � = � ,

得证。

方法 2：
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第八部分 方向导数和梯度

1． 1
4(��2)2+1

( − 2��2 + 1) 2．D 3．(1, 1, 1) 4．( 4
5

, − 3
5

)

5．2 3 6． 7．A

8．A 9．
1 ;
3

1 2 2, ,
3 3 3

  
 

10． �
2

11．7

12．C 13．− 2
(�2+�2)2 (�, �)或 − 2�

(�2+�2)2 �� − 2�
(�2+�2)2 ������ − 2�
(�2+�2)2 ���� 14．

1
2

15． 2 6 16． 1
4(��2)2+1

(1, 2��2) 17．( − 2, 2, − 2) 18．D

19．D 20．
1 1, ,0

2 2 2 2
  
 

21．解：������� = ( − 1, 1)

�� = ��� ������� = ( − 1
2

, 1
2

) = (cos�, cos�)

��
��

|(1, −1) = 2�|(1, −1) = 2, ��
��

|(1, −1) = −2�|(1, −1) = 2

∴ ��
��

|(1, −1) = ��
��

|(1, −1)���� + ��
��

|(1, −1)���� = 2 × ( − 1
2

) + 2 × ( 1
2

) = 0.

22．版本一：解：

    






























2
1,0,

2
11,1,11,0,1 1,0,12222222222 zy

z
zyxzy

y
zyxzyx

gradu







 

3
1,

3
2,

3
2

AB
e

   
2
11,0,11,0,1 




AB
egradu

AB
u 

版本二：解：函数 )ln( 22 zyxu  在点 A（1，0，1）处可微，且

)1,0,1(22

1
zyxx

u
A





 1

2
 ； 01

)1,0,1(2222











zy
y

zyxy
u

A ；

(1,0,1)2 2 2 2

1 1
2


  

   
A

u z
z x y z y z

而 ),1,2,2(  ABl 所以 )
3
1,

3
2,

3
2( 



l ,故在 A 点沿 ABl  方向导数为：
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



Al
u

Ax
u

 cos + Ay

u

 cos + Az

u

 cos

1 2 2 1 1 10
2 3 3 2 3 2

( ) .       

23．解：   







14
1,

14
3,

14
22,6,4 nen 



    






 












 



 14,

14
8,

14
686

,
86

8,
86

61,1,1 1,1,12

22

2222 z
yx

yxz
y

yxz
xu

    .
7

111,1,11,1,1 



 neu
n
u






第九部分 函数连续、偏导存在、方向导数存在、可微等等关系

1．D 2．C 3．C 4．B

5．D 6．B 7．D 8．C

9．B 10．D 11．C 12．B

13．D 14．D

第十部分 多元函数的极值、拉格朗日乘数法

1．B 2．B 3．C 4．B

5． 5 6．D 7．
1
13

8．A

9．A 10．B 11．B 12．D

13．D 14．  0,0

1．

2．由题意，作拉格朗日函数：
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3．

4．
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5．

解：

设C( , ), AB (3, -1), ( 1, 3)x y AC x y   
 

则 ……1 分

三角形面积为

1 1 1S | | | 3 -1 0 | | 3 + 10 |
2 2 2

1 3 0

i j k
AB AC y x

x y
    

 

  

 
………………2 分

构造拉格朗日函数

2 2 2F(x,y, )=(3y+x-10) ( 1)x y    ………………………………1 分

求导可得

2 2

F 2(3 + 10) 2 0
6(3 + 10) 2 0

1 0

x

y

y x x
F y x y
F x y




   
    
    

……………………………………3 分

解得
1 3x ,
10 10

y  ……………………………………………1 分

评分标准说明：直接转化为无条件极值方法也可。

6．解：

.
��' = 3�2 − 6� = 0
��' = 3�2 − 6� = 0 ⟹ � = 0, � = 2

� = 0, � = 2，得驻点：(0, 0), (0, 2), (2, 0), (2, 2)

���
'' = 6� − 6, ���

'' = 0, ���
'' = 6� − 6

① 0, 0 处：

�� − �2 = −6 × −6 − 0 = 36 > 0, 有极值，� =− 6 < 0，极大值，� 0, 0 = 0，
② 0, 2 处：

�� − �2 = −6 × 6 − 0 =− 36 < 0, 无极值，

③ 2, 0 处：

�� − �2 = 6 × −6 − 0 =− 36 < 0, 无极值，

④ 2, 2 处：
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�� − �2 = 6 × 6 − 0 = 36 > 0, 有极值，� = 6 > 0，极小值，� 2, 2 =− 8
7．解：

��(�, �) = 3�2 + 6� − 9 = 0
��(�, �) = −3�2 + 6� = 0 .........................（2 分）

解得驻点为(1,0), (1,2), ( − 3,0), ( − 3,2) .........................（3 分）

再求二阶偏导数，

���(�, �) = 6� + 6, ���(�, �) = 0, ���(�, �) =− 6� + 6. .........................（4 分）

在点(1,0)处，AC − B2 = 72 > 0，且 A > 0，故(1,0)为极小值点。

类似地，( − 3,2)为极大值点，(1,2), ( − 3,0)都不是极值点。 .........................（6 分）

8．解：

�� = (�2 + � + �3

3
)��+� = 0

�� = (1 + � + �3

3
)��+� = 0

得极值点(1, − 4
3

), ( − 1, − 2
3

).

又� = ��� = ( �3

3
+ 2�2 + 2� + �)��+�

� = ��� = ( �3

3
+ �2 + � + 1)��+�

� = ��� = ( �3

3
+ � + 2)��+�

① (1, − 4
3

), �� − �2 > 0, � > 0. 故(1, − 4
3

)为极小值点，极小值为− �− 1
3.

② ( − 1, − 2
3

), �� − �2 < 0, 故( − 1, − 2
3

)不是极值点。

9．
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10．解：令�� �, � = 2� 2 + �2 = 0, �� �, � = 2�2� + �� � + 1 = 0,
得 f(x,y)的驻点为 0, e−1 。 …………………（3 分）

在 0, e−1 点，

� = ��� 0, �−1 = 2 2 + �2 | 0,�−1 = 2(2 + �−2)

� = ��� 0, �−1 = 4��| 0,�−1 = 0

� = ��� 0, �−1 = (2�2 +
1
�

)| 0,e−1 = �

由于�� − �2 > 0, � > 0，所以 f(x,y)在 0, �−1 取到极小值− e−1。……..（7 分）

11．解：点  , ,x y z 到平面的距离为
1

3
x y z

d
  

 。 （2 分）

先求
2d 在条件

2 2z x y  下的最小值，设

     2 2 21, , 1 ,
3

F x y z x y z z x y       （4 分）

则

 

 

 

2 1 2 0
3
2 1 2 0
3

2 1 0
3

x

y

z

F x y z x

F x y z y

F x y z







      

      

      

（6 分）

并与条件
2 2z x y  联立解得唯一可能极值点

1 1, .
2 2

x y z    （8 分）

12．解：
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（勘误：将 614.2 改为为 614. 2�，即循环小数，两个都要改）

13．解：

版本一：

（1） z在点 ( , )M x y 处梯度方向gradz=( 4 , 2 )x y  处增长率最大，最大增长率为

2 2
M

grad =2 4z x y

（2）若记
2 2( , ) 4f x y x y  ，则题意要求 ( , )f x y 在条件

2 22 1000x y  约束下的最大值，为此做拉格

朗日函数
2 2 2 2( , ) 4 (2 1000)F x y x y x y    

2 2

8 4 0
2 2 0

2 1000

x

y

F x x
F y y
x y




  
   
  

可得

1 2 3 4

1 2 3 4

0 0 10 5 10 5   
10 10 10 10 0 0

x x x x
y y y y

         
   

        

1 1 2 2( , ) ( , ) 1000F x y F x y  ， 3 3 4 4( , ) ( , ) 2000F x y F x y  ，故所求点为 ( 10 5,0)

版本二：

14．解：利润 � = �� − �� = (� − �0 + ����) ∙ � = [(1 − ��)� + ���� − �0] ∙ � ∙ �−��

令
��
��

= (1 − ��) ∙ � ∙ �−�� − ��[(1 − ��)� + �ln� − �0] ∙ �−�� = 0
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得唯一驻点：� = −�����+��−1−��0
�(1−��)

即为所求。（教材 P129 例 9）

15．解：令









020832
04814

yxR
xyR

y

x
解得唯一驻点： 






 1

2
3
，

0,020,8,4 2  ABACRRR yyxyxx

所以 





 1

2
3
， 为极大值点，也是最大值点，即电台广告 1.5 万元，报纸广告 1 万元。

（2）构造    151028321415,, 22  yxyxxyyxyxL 

令















05.1
20832
4814

yxL
yxL
xyL

y

x






解得唯一驻点： 







2
30， 即为所求，即电台广告 0 万元，报纸广告 1.5 万元。

16．解：

2 ,0 , ,            ，半径为 R

 21 sin sin sin
2ABCS R     

构造拉格朗日函数：      21, , , sin sin sin 2
2

L R                 

由

0
0
0
0

L
L
L
L









 
  
  
  

可得唯一驻点：
2
3

      ，即为所求。

17．解：设水箱的长、宽、高分别为 , ,x y z，则表面积为  2S xy x y z   且
3xyz a ，知：

3 1 12 , 0, 0S xy a x y
x y

 
     

 
，令

3

2

3

2

2 0

2 0

S ay
x x
S ax
y y


   


   

 

，解得唯一驻点  3 32 , 2a a 。

根据问题的实际意义，  ,S x y 的最小值一定在区域 D的内部取到，而函数在 D内只有唯一驻点，故
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3 2x y a  也为最小值点，从而    3 312 , 2
2

x y a m z a m   时，表面积最小。

第十章 重积分
第一部分 二重积分的概念、性质

考点：重积分对于积分区域的可加性、对称性

1．A 2．C 3．C 4．A

5．B 6．C 7．A 8．A

9．A 10．C

考点：多个重积分比较大小

1．A 2．B 3．B 4． dyx
D
  221

第二部分 二重积分的计算

考点：交换积分次序

1． 0
1 ��� �

1 �(�, �)��� 2． 0
1 ��� ��

� � �, � ��� 3． 1
2 ��� 0

1−� �(�, �)���

4．       
4

2

2

2

2

0
2

,, y
y
y dxyxfdydxyxfdy 5．

22

1
( , )

y

y
dy f x y dx  6．B

7． 0
1 d�� �

1 �(�, �)d�� 8．B 9． 0
1 ��� �

� �(�, �)��� 10．A

11． 0
4 �� �

2

� �(�, �)���� 12．    



1

11

1

0

10

1 2

,,
xx

dyyxfdxdyyxfdx 13． 0
1 d�� 3 �

1 �(�, �)d��

14．A 15．
2 1

1 0
( , )



 
x

dx f x y dy 16．C 17．B

考点：二重积分的直角坐标表示和极坐标表示的转换

1．D 2．D 3．B 4．C

5．A 6．
2sec

3
0

4

( )d f d
 

      7．B 8．D

9． 0
� ��� 0

�sin� �(�cos�, �sin�)�d��

考点：计算二重积分（直角坐标和极坐标）

1．
3
4

2．2 3．B 4．
1
3
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5．C 6．D 7．
1
2

8． 2

9．C 10．C 11．
1
2

12．
16

3


13．8��2 14．0 15．B 16．A

17．  41 1
2

e 18． 3

3
2 R 19．3

8
20．    txftxf 

21．
4


1．

2．

3．解：选用极坐标（∵ln )122  yx（ 无论关于 x还是 y都积不出）

①ln )1ln()1( 222  yx

②  dddxdy 

③D,







10
0



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∴

)12ln2(
2

)1(1
0
1

)1ln()1(
2

)1()1ln(
2
1

)1ln(

1

0

222

21

0

2

0

1

0

2

0



































d

dd

ddI

4．解：

方法一：解：   


4
2
1

2
1 2

0

22

0

222   dddxdyyxdxdyyI
DD

极坐标轮换对称性

方法二： : 0 2 0 2D r     ，

2 22 3 2 2 3

0 0
cos cos

D D

x dxdy r drd d r dr


         4

5．解：

6．解：
2 24

0 1

3arctan
64D

y dxdy d d
x



       ……(6 分)

7．解：      
12 2 22

0 0
ln 1 ln 1 2ln 2 1

4D

x y d d d
            

8．解：
2cos2 2 2

0 0

322
9D

x y dxdy d d
 

        

9．解：� = 0
2 �� 0

2−� (3� + 2�)��� = 20
3

�

10．解：选用极坐标计算，
2 2

0 1

14
3

I d d
       

11．解：
1

2
2 2 2 2 20

2

1 1 ln 2 .
1 1 1 2D D

xy dxdy dxdy d d
x y x y




 



  

       
极坐标
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12．解：在等式两边同时在 D上取二重积分，即：

   2 2 8, 1 ,
D D D D

f x y dxdy x y dxdy f x y dxdy dxdy

 

     
 

   

因此   1,
12 9D

f x y dxdy 
  ，所以   2 2 8 2, 1

9 3
f x y x y


     。

13．解：

14．解：

由奇偶性及对称性可知
2 22 2 2

D

1( ) = ( )
2

x y

D
x xye dxdy x y dxdy   …………………………4分

由极坐标可得
2 12 2 2

D 0 0

1 1( )
2 2 4

x y dxdy d r rdr
      …………………………2分

评分标准说明：奇偶性占 2 分

15．解： 0
1 ��� �

1 1 + �3��� = 0
1 ��� 0

�2
1 + �3��� .

= 0
1 1 + �3 ∙ �2�� =� 2

9
1 + �3

3
2

0

1
= 2

9
(2 2 − 1) ………………….（7 分）

16．解：设� = � � �, � ����� ，则� �, � = �� + �。由题意，

A =
�

� �, � ����� =
�

(�� + �)�����

=
0

1
���

0

�2

�� + � ��� =
0

1 1
2

�5 + ��2 ���

=
1
12

�6 +
1
3 ��3

0

1

=
1
8

从而，� �, � = �� + 1
8
。 ……..（7 分）

17．解：    2 2
4 12 2 4

6 4
2 2

8156
15

y y
y yI dy x y dx dy x y dx
 

 
       
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18．解：
2 12 2

0 0

2
3D

x y dxdy d d
          …… 6 分（也可用直角坐标做，列式对给 4 分，计算

2 分）

19．解：
   

2 2 22 1 1

0 0
1x y

D

e dxdy d e d e
    

        

20．解：
2

1 1

9
8

x

D

xyd dx xydy    

21．解：

2 2 2
2 2 2

0 0 0 0

a a x a

I dx x y dy d d



  


      ……………4 分

3

6
a

 ………………1 分

22．答案为：  41 1
2

e

23．答案为：
1 1sin cos
2 2

y x x x 

24．解：方程  
x x

x dttfxdtttfexf
0 0

)()()( 两边对 x求导得

 
x

x
x

x dttfexxfdttfxxfexf
00

)()()()()( ，（2分）再对 x求导得

)()( xfexf x  （4 分）…初始条件为 1)0()0(  ff ，（5 分）解此方程可得特解为

)sin(cos
2
1)( xexxxf  （7 分）

25．解：  
21

)cos()cos(
DD

dxdyyxdxdyyxI ………………..2 分

 


 2

2

222 )cos()cos(
000







x

x
dyyxdxdyyxdx ……………4 分

  22

00
)cos1()sin1(



dxxdxx 2  . …………….6 分

26．解：
0 2 2sin

2 0 0
2

sin 4 .
2D

ydxdy dx ydy d d
 


    


        

27．解：书本 P146 例 4 .
3

16 3RV 

第三部分 三重积分

1．C 2．B 3．C 4．A

5．C 6．0 7．C 8．A
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9． 4
15

� 10． 4 11．64
3

� 12．B

13．  
1 22 4

0 0 0
sin sin sin , cosd d f r r r dr

 

       
1．

2．解： 1
2z2

22
222

222











yxyx

yxzxz
yxzzxz

面投影区域：
轴绕

轴绕

选用柱面坐标法， ),( 22 dzdddvyx  

①投影：得








10
20

1:



 即D

②投影：得 z从 出进，从 22 2   zz

22 2   z





















15
8

)
5
2

3
2(2

)22(

)2(

)(

4

0

1

0

2

222

2 2

2











 

 

  





dd

dd

dvddz

D

D

原式

3．解：作图如下：

⟹ � = −1
1 ��� �2

1 ��� 0
�²+�² �(�, �, �)� ��

4．
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5．解：版本一：解：   


3
142

1

2

0

22

0

22 





   



dzdddVyxI
z截面法

版本二：      
 


2

0

2

0

2

1

2

0

2

2
1

32

2

3

3
14

2r
dzrdrddzrdrdI

柱面坐标

6．解：版本一：解：
    16

52ln
2
1

1
1

1
1

0 3

1

0

1

03 





 




yxx
dz

zyx
dydx

zyx
dVI

版本二：   
 




1

0

1

0

1

0 3)1(
x yx

zyx
dzdydxI








x

dy
yx

dx
1

0 2

1

0
]

4
1

)1(
1[

2
1

 






1

0 16
52ln

2
1)

4
3

1
1(

2
1 dxx

x
7．解：旋转曲面的方程为：

2 2 2y z x  ，……(2 分)

2 2( )y z dv


 =
8

2 2

0

( )
D

dx y z d  D: 2 2 2y z x  ，……(4 分)

=
8 2 2

3

0 0 0

1024
3

x

dx d d


      ……(6 分)

8．
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9．解：采用柱坐标

2r 2

0 2
0 2

z

r
 

  
  
  

………………2分

可得

2

22 2 2 2

2 20 0 0

1 (2 )= d 2 3 ln 3 2
1 1r

r rrdr dz dr
r r


   

  
    原式 ……4分

评分标准说明：其他方法也可

10．解：

� =
Ω

1� �� =
���

(6 − 2�2 − �2 − �2 − 2�2)� d�d�

= 3
���

(2 − �2 − �2)� d�d�

= 3
0

2�
d��

0

2
(2 − �2)�d��

= 6�

11．解：把�投影到���面上得投影区域���为由直线� + 2� = 1 与两坐标轴围成的三角形 ....（2 分）

� ������� = 0
1 �� 0

1−�
2 ��� 0

1−�−2� ������ ......................（4 分）

= 1
48

. ........................（6 分）

12．解：如图，选取柱面坐标系,此时















,10

,
2
π0

,10

:

r

z



所以
π

1 12
0 00

d d d d d cos sin dxy x y z r r r r z  


      ………3 分
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=
 rr dd2sin

2
1 3

0
1

0
2
π


=

8
1

4
)

4
2cos(

1

0

42
π

0


r

. ………3 分

13．解：
2

2
1 0 0

5
32

yx
zdxdydz dx dy zdz



    

14．解：原式= 0
2� �� 0

2 ��� �2
4 ������ = 64

3
�

15．解：
2 2( )



 x y dv
2 2

0 0


  d dr 2

2 3

2
 r r dz（3 分）

22 2 3

0 0
(2 )

2

  

rd r dr （5 分）

4 6
2
0

162 [ ]
2 12 3

    
r r

（6 分）

16．解：用柱面坐标得，
4

2

0

1

0

1

0

2


 

   


zdzddI （也可用球面坐标、截面法等做，列式对给 4 分，计

算 2 分）

17．解：  2 2 2 22 2 2 2 2

1 1 0 0 1 z

z

z

D
D

dz x y z dxdy d d dz z S dz

                 

截面法

原式

.
12
59

2
2

1

2

1

32 
   dzzdzz

18．解：用柱面坐标，  
2

2 2 2
2 2 2

0 0
2

16
3

x y dv d d dz




    


      ………8 分

19．解：

   
1 2

2 2 2 2 2 2 22 2
0 0

2 2

5

2

59
480

z z

R RR R
R R

D D

I z dz dxdy z dz dxdy z Rz z dz z R z dz

R

 



     



     

20．解：   


aR
dzdrrddxdydzyx

0

2

0 0

322 )(

 ………… (4 分)

=
2

4aR
……………………(8 分)
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21．解： 


 zdvyx 22  



2

0

sin2

0

2

0


 dzzdd ………………………4 分

 
2

0

222

0
)sin2(

2
1 


dd

 



2

0
)sin

5
16sin8

3
16( d …………..6 分


15
208

 . ………………………..7 分

22．解： 关于 xoz平面对称，y关于 y是奇函数，知 0


ydv ，故




 dvzy )( 


 zdvzdvydv …………………………2 分




ddd sincos 21

00

2

0

4  

 4

0
sincos

4
12



 d ……………….6 分

8


 . ……………………………………….7 分

第四部分 重积分的应用

1．

2．解：联立 � = �² + �²与�² = 2� ,消去 � 得: (� − 1)² + �² = 1 或 � = 2cos�.

围成区域���, �� = �
�²+�²

, �� = �
�²+�²

. 1 + ��
2 + ��

2 = 1 + �2

�2+�2 + �2

�2+�2 = 2

所以面积 � = ���
1 + ��

2 + ��
2� d�d� = ���

2� d�d� = 2���� = 2�.

（另一份参考答案） 1)1(: 22  yxD , ………2 分

 
DD

yx ddzzS  2)()(1 22 ……..4 分
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2 ………………………………6 分

3．解：

4．解：曲面Σ的方程为Σ: z = 9 − x2 − �2, �, � ∈ � = {(�, �)|�2 + �2 ≤ 8}。

∵ zx = −�
9−�2−�2 , zy = −�

9−�2−�2 ,

∴ 1 + zx
2 + ��

2 = 3
9−x2−�2 .

从而，S = � 1 + zx
2 + ��

2����� = �
3

9−x2−�2 ����� ……………（4 分）

= 0
2π ��� 0

2 2 3

9−�2
���� = 12� ……………（7 分）

第五部分 证明题专练

1．证明：

处理左式：想到交换积分次序 ⟹ �
� ��� �

� �(�)���

= �
� �(�)(� − �)���

= �
� �(�)(� − �)���

2．证明：
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3．证明：

       

   

2 2

11
1

b x b bn n

a a a y

b n

a

dx x y f y dy dy x y f y dx

b y f y dy
n

 



  

 


   


…………（3 分）

4．证明：

 





D

a
dxdyyfxfdxxf )()()(

2

0
（D: )0,0 ayax  ………1 分

= 
1

)()(
D

dxdyyfxf + 
2

)()(
D

dxdyyfxf ………3 分

= 2 
1

)()(
D

dxdyyfxf …………4 分

(D1: ayxax  ,0 , D2: axyay  ,0 )

5．证明：在球坐标与极坐标下可得

2 t2 2 2 2

0 0 1 1
F(t)= sin ( ) 4 ( )

t
d d f r r dr f r r dr

 
      

2 2 2

0 1 1
G(t)= ( ) 2 ( )

t t
d f r rdr f r rdr


    ………………………………2 分

' ' 2 2 2( ) ( ) 4 ( ) 2 ( ) 0 t>1F t G t f t t f t t     当 ……………………1 分

由F(1)=G(1)=0 可得结论……………………………………………1 分

评分标准说明：有极坐标或球坐标思想，可适当给分。

6．证明： 0
1 ��� �

1 � � � � ��� = 0
1 �y� 0

� � � � � ��� = 0
1 � � 0

� � � ��� �y�

=
0

1

0

�
� � ��� �

0

�
� � ���� =

1
2 0

�
� � ���

0

1

=
�2

2
。 ………（5 分）

7．证明：左= 0
� ��� �

� ��(�−�)�(�)��� = 0
� (� − �) ⋅ ��(�−�)�(�)�� =� 右 .

8．证明：交换积分次序 ……………1 分
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       
0 0 0 0

a y a a a

x
dy f x dx dx f x dx a x f x dx       ……………3 分

9．证明：因为 dxdy
yf
xfdy

yf
dxxfdx

xf
dxxf

D

b

a

b

a

b

a

b

a  
)(
)(

)(
1)(

)(
1)( …………2 分

dxdy
xf
yfdy

xf
dxyfdx

xf
dxxf

D

b

a

b

a

b

a

b

a  
)(
)(

)(
1)(

)(
1)( ………..4 分

所以
2)(22)

)(
)(

)(
)((

)(
1)(2 abdxdydxdy

yf
xf

xf
yfdx

xf
dxxf

DD

b

a

b

a
  ，

因此
2)(

)(
1)( abdx
xf

dxxf
b

a

b

a
  . ……6 分

10．证明：  u xf r
x r
 


，  u yf r
y r
 


           
2 2 2 2 2 2

2 2 2 3 2 3

1u u x y y xf r f r f r f r f r f r
x y r r r r r

                        

 
2 2 2 2

2 2
2 2 20 0

1 1 ln 1
1 1

r

s t x y

dsdt d d r
s t


   


  

  
    

11．证明：左              
a aaaaa

dxdyyfxfdyyfdxxfdxxfdxxf
0 00000

                dydxxfyfdxdyyfxfdxyfxfdydyyfxfdx
a a

y

a a

x

a

y

aa a

x     









0000
=右.

第六部分 应用题

1．


	5．证明：          
	11．解：点到平面的距离为
	先求在条件
	 （4分）
	则
	    （6分）
	并与条件联立解得唯一可能极值点
	（1）在点处
	（2）若记，则题意要求
	可得
	，

