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第4章 二元关系与函数

❖4.1 关系

❖4.2 函数



关系——生活中的关系

❖朋友关系 、师生同学朋友关系 、师生同学…

❖关系：人与人之间，人与事物之间，事物与事物之间的相互联系。

❖规律：自然界和社会诸现象之间必然、本质、稳定和反复出现的关

系。
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关系 —— 几何变换
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刚体变换 等距变换

相似变换 拓扑变换

相似  刚体变换 相似变换等距变换 拓扑变换



关系——机器学习
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关系：描述规律的数学语言
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关系有什么特点？
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❖4.1.1 关系概念

❖4.1.2 关系表示方法

❖4.1.3 关系运算

❖4.1.4 关系的性质

❖4.1.5 关系闭包

❖4.1.6 等价关系

❖4.1.7 偏序关系
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关系概念

❖ 有序对

❖ 笛卡儿积及其性质

❖ 二元关系的定义

本讲主要内容
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有序对

定义:由两个客体x和 y，按照一定的顺序组成的二元组称为有序
对，记作<x, y>.

                                      实例：点的直角坐标 (3,−4) 

       有序对性质

                       有序性  <x, y><y, x> （当x y时）  

                           <x, y> 与 <u, v> 相等的充分必要条件是

                                         <x, y>=<u, v>  x=u  y=v

例1  <2, x+5> = <3y− 4, y>，求 x, y. 

解     3y− 4 = 2, x+5 = y  y = 2, x = − 3
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有序 n 元组

定义:一个有序n (n3) 元组 <x1, x2, …, xn> 是一个有序对，

其中第一个元素是一个有序 n-1元组，即:

             <x1, x2, …, xn> = < <x1, x2, …, xn-1>, xn> 

当 n=1时, <x> 形式上可以看成有序 1 元组.  

       实例 n 维向量是有序 n元组.  
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笛卡儿积

定义   设A,B为集合，A与B 的笛卡儿积记作AB，即AB 

={ <x, y> | xA  yB }

例2  A={1,2,3}, B={a, b, c}

AB=

BA =

A={},    P(A)A=

{<1,a>,<1,b>,<1,c>,<2,a>,<2,b>,<2,c>, <3,a>,<3,b>,<3,c>} 

{<a,1>,<b,1>,<c,1>,<a,2>,<b,2>,<c,2>,<a,3>, <b,3>,<c,3>} 

{<,>, <{},>} 



12

笛卡儿积的性质

不适合交换律   ABBA (AB, A, B)

不适合结合律   (AB)CA(BC)   (A, B)

对于并或交运算满足分配律

                                   A(BC)=(AB)(AC)     

(BC)A=(BA)(CA) 

A(BC)=(AB)(AC)      

(BC)A=(BA)(CA) 
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笛卡儿积的性质

若A或B中有一个为空集，则AB就是空集.

A=B=

若|A|=m, |B|=n, 则 |AB|=mn .
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性质的证明

证明:   A(BC)=(AB)(AC)

证 任取: <x, y> 

<x, y>∈A×(B∪C) 

 x∈A∧y∈B∪C

 x∈A∧(y∈B∨y∈C)

 (x∈A∧y∈B)∨(x∈A∧y∈C)     

 <x,y>∈A×B∨<x,y>∈A×C

 <x,y>∈(A×B)∪(A×C)

所以有: A×(B∪C) = (A×B)∪(A×C).
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例题 

解 (1) 任取<x, y>

<x, y>AC   xA  yC

 xB  yD  <x, y>BD

例 (1) 证明  A=B  C=D  AC=BD

(2) AC=BD是否推出 A=B  C=D ? 为什么？

(2) 不一定.  反例如下：
 A={1}，B={2}, C=D=, 则 AC=BD 但是 AB.
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二元关系的定义

定义 如果一个集合满足以下条件之一：

    （1）集合非空, 且它的元素都是有序对

    （2）集合是空集

则称该集合为一个二元关系,简称为关系，记作R.

如<x, y>∈R, 可记作 x R y；

如<x, y>R, 则记作 x    y.
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二元关系的定义

实例：R={<1, 2>, <a, b>}, S={<1, 2>,a, b}. 

R是二元关系,当a, b不是有序对时，S不是二元关系.

根据上面的记法，可以写 1R2, aRb, a      c 等. 
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从A到B的关系与A上的关系

定义 设A,B为集合, A×B的任何子集所定义的二元系叫做从A

到B的二元关系, 当A=B时则叫作 A上的二元关系.

例4  A={0,1}, B={1,2,3},  R1={<0,2>},  R2=A×B, R3=,  R4={<0,1>}. 

      那么 R1, R2, R3, R4是从 A 到 B的二元关系, R3和R4同时也是 A上的二

元关系. 
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从A到B的关系与A上的关系

定义 设A,B为集合,A×B的任何子集所定义的二元系叫做从A

到B的二元关系, 当A=B时则叫做 A上的二元关系.

例4  A={0,1}, B={1,2,3},  R1={<0,2>},  R2=A×B,  R3=,  R4={<0,1>}. 

     那么 R1, R2, R3, R4是从 A 到 B的二元关系, R3和R4同时也是 A上的二

元关系. 

计数
|A|=n, |A×A|=n2, A×A的子集有       个. 所以 A上有        个不同的二

元关系. 

     例如 |A|=3, 则 A上有512个不同的二元关系. 

2𝑛
2 2𝑛

2
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A上重要关系的实例

设 A 为任意集合，

是 A 上的关系，称为空关系

EA, IA 分别称为全域关系与恒等关系，定义如下：

   EA={<x, y>| x∈A∧y∈A }=A×A

IA={<x, x>|x∈A}

例如, A={1,2}, 则

  EA={<1,1>,<1,2>,<2,1>,<2,2>}

IA={<1,1>,<2,2>}
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A上重要关系的实例（续）

小于等于关系 LA, 整除关系DA, 包含关系R定义：

     LA={<x, y>| x, y∈A∧ x≤y}, AR，R为实数集合 

     DB={<x, y>| x,y∈B∧x整除y},  

BZ*, Z*为非0整数集    

     R={<x,y>| x, y∈A∧ xy}, A是集合族.

类似的还可以定义大于等于关系, 小于关系, 大于关系, 真包含关系等等. 
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实例

例如 A = {1, 2, 3}, B ={a, b}, 则

  LA={<1,1>,<1,2>,<1,3>,<2,2>,<2,3>,<3,3>}

DA={<1,1>,<1,2>,<1,3>,<2,2>,<3,3>}

A=P(B)={,{a},{b},{a, b}}, 则 A上的包含关系是       

R={<,>,<,{a}>,<,{b}>,<,{a, b}>,<{a},{a}>,                

<{a},{a, b}>,<{b},{b}>,<{b},{a, b}>,<{a, b},{a, b}>}
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关系的表示方法

表示方式：关系的集合表达式、关系矩阵、关系图 

关系矩阵：若A={a1, a2, …, am}，B={b1, b2, …, bn}，R是从A到B的关

系，R的关系矩阵是布尔矩阵MR = [ rij ] mn, 其中  rij = 1 < ai, bj> R.

关系图：若A= {x1, x2, …, xm}，R是从A上的关系，R的关系图是

GR=<A, R>, 其中A为结点集，R为边集.如果<xi,xj>属于关系R，在图

中就有一条从 xi 到 xj 的有向边.

       注意：A, B为有穷集，关系矩阵适于表示从A到B的关系或者A上

的关系，关系图适于表示A上的关系 
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实例

A={1,2,3,4}, 

R={<1,1>,<1,2>,<2,3>,<2,4>,<4,2>},

R的关系矩阵MR和关系图GR如下：



















=

0010

0000

1100

0011

RM
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❖基本运算定义

▪ 定义域、值域、域

▪ 逆、合成

▪ 基本运算的性质

❖幂运算

▪ 定义

▪ 求法

▪ 性质

关系的运算

本讲主要内容
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关系的基本运算定义

定义域、值域 和 域

       domR = { x | y (<x, y>R) }

ranR = { y | x (<x, y>R) }

fldR = domR  ranR

例1  R={<1,2>,<1,3>,<2,4>,<4,3>}, 则 

    domR=

ranR=

fldR=

{1, 2, 4} 

{2, 3, 4}

{1, 2, 3, 4} 
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关系的基本运算定义（续）

逆与合成（左复合） 
          R−1 = {<y, x> | <x, y>R}

R∘S = |<x, z> |  y (<x, y> S <y, z> R) } 

例2  R={<1,2>, <2,3>, <1,4>, <2,2>}

S={<1,1>, <1,3>, <2,3>, <3,2>, <3,3>} 

R−1=

S∘R =

R∘S =

{<2,1>, <3,2>, <4,1>, <2,2>} 

{<1,3>, <2,2>, <2,3>}

{<1,2>, <1,4>, <3,2>, <3,3>}



利用图示（不是关系图）方法求合成

❖关系R2是集合{a, b, c}到集合{m, n, o, p}的二元关系，且R2={<a, p>,

<a, o>, <b, m>}。

❖关系R1是集合{m, n}到集合{w, x, y, z}的二元关系，且R1 ={<m, x>,

<m, z>, <n, w>}。

❖ 计算R1∘R2
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第一种方法：图示法
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第一种方法：图示法

利用图示（不是关系图）方法求合成

❖关系R2：{a, b, c}到 {m, n, o, p} ，且R2={<a, p>,<a, o>,<b, m>}。

❖关系R1 ：{m, n}到 {w, x, y, z} ，且R1 ={<m, x>,<m, z>,<n, w>}。

❖ 计算R1∘R2 a

b

c

w

x

y

z

R2
R1

n

m

o

p



利用图示（不是关系图）方法求合成

❖关系R2：{a, b, c}到 {m, n, o, p} ，且R2={<a, p>,<a, o>,<b, m>}。

❖关系R1 ：{m, n}到 {w, x, y, z} ，且R1 ={<m, x>,<m, z>,<n, w>}。

❖ 计算R1∘R2
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第二种方法：关系矩阵乘法

2 1

01 0 1
0 0 1 1 00 0 0

1 0 0 0
1 0 0 0 01 0 1

00 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

00 0 0

R RM M

 
    
     = =
    
       

 



33

关系基本运算的性质 

设F是任意的关系, 则

(1) (F−1)−1=F

(2) domF−1=ranF, ranF−1=domF

证  (1) 任取<x, y>, 由逆的定义有

      <x, y>∈(F − 1)−1  <y, x>∈F−1  <x, y>∈F

所以有 (F−1)−1=F

(2) 任取x,

x∈domF−1  y(<x,y>∈F−1) 

 y(<y,x>∈F)  x∈ranF

所以有domF−1= ranF.  同理可证 ranF−1 = domF.
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设F, G, H是任意的关系, 则  

    (1) (F∘G)∘H=F∘(G∘H)

(2) (F∘G)−1= G−1∘F−1 

证 (1) 任取<x,y>, 

关系基本运算的性质（续） 

 t (<x, t>∈H∧<t, y>∈F∘G)

 t (s (<x, t>∈H ∧ <t, s> ∈ G ∧<s, y>∈ F)      

 t s (<s, y>∈ F ∧ <x, t>∈H ∧ <t, s> ∈ G )

 s (<s, y>∈ F ∧t (<x, t>∈H ∧ <t, s> ∈ G ))

 s (< s, y>∈F∧<x, s>∈G∘H)

 <x, y>∈F∘(G∘H)

所以 (F∘G)∘H = F∘(G∘H)
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(2) (F∘G)−1= G−1∘F−1 

任取<x, y>, 

<x, y>∈(F∘G)−1

关系基本运算的性质（续） 

 <y, x>∈F∘G

 t (<y, t>∈ G ∧<t, x > ∈)

 t (<x, t>∈ F −1∧<t, y > ∈ G −1)

 <x, y>∈G−1∘F−1

所以 (F∘G)−1 = G−1∘F−1
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A上关系的幂运算

设R为A上的关系, n为自然数, 则 R 的n次幂定义为：

   (1) R0={<x, x> | x∈A }=IA

(2) Rn+1 = Rn∘R

注意：
            对于A上的任何关系R1和R2都有 

                             R1
0 = R2

0 = IA

对于A上的任何关系 R 都有 

                 R1 = R 
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幂的求法

对于集合表示的关系R，计算 Rn 就是n个R复合. 矩阵表示就是n个矩

阵相乘, 其中相加采用逻辑加.  

例3  设A={a, b, c, d}, R={<a, b>, <b, a>, <b, c>, <c, d>}, 求R的各次幂, 分

别用矩阵和关系图表示.

解 R与R2的关系矩阵分别为



















=

0000

1000

0101

0010

M



















=





































=

0000

0000

1010

0101

0000

1000

0101

0010

0000

1000

0101

0010

2
M
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同理，R0=IA, R3和R4的矩阵分别是：

因此M4=M2, 即R4=R2. 因此可以得到:

R2=R4=R6=…,   R3=R5=R7=…



















=



















=

0000

0000

1010

0101

,

0000

0000

0101

1010

43
MM



















=

1000

0100

0010

0001

0
M

幂的求法（续）
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R0, R1, R2, R3,…的关系图如下图所示：

幂的求法（续）
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幂运算的性质

定理 设A为n元集, R是A上的关系, 则存在自然数 s 和 t,  使得 Rs = Rt.

证  R为A上的关系,  由于|A|=n,  A上的不同关系只有      个. 

当列出 R 的各次幂

          R0, R1, R2, …, , …, 

必存在自然数 s 和 t 使得  Rs=Rt.

2𝑛
2
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定理 设 R 是 A 上的关系, m, n∈N, 则 

  (1)  Rm∘Rn=Rm+n

(2)  (Rm)n=Rmn

证 用归纳法  

(1) 对于任意给定的m∈N,  施归纳于n.

若n=0, 则有 

Rm∘R0=Rm∘IA=Rm=Rm+0 

假设Rm∘Rn=Rm+n, 则有

Rm∘Rn+1=Rm∘(Rn∘R)=(Rm∘Rn)∘R=Rm+n+1 , 

所以对一切m, n∈N有Rm∘Rn=Rm+n. 

幂运算的性质（续）
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(接上页证明) 

(2) 对于任意给定的 m∈N,  施归纳于n.

若n=0, 则有 

(Rm)0=IA=R0=Rm×0

假设 (Rm)n=Rmn,  则有

(Rm)n+1 = (Rm)n∘Rm = (Rmn)∘Rm = Rmn+m = Rm(n+1)

所以对一切 m, n∈N 有 (Rm)n=Rmn. 

幂运算的性质（续）
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关系的性质

❖自反性

❖反自反性

❖对称性

❖反对称性

❖传递性

本讲主要内容
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自反性与反自反性

定义   设R为A上的关系,

(1) 若x(x∈A→<x, x>R), 则称R在A上是自反的.

(2) 若x(x∈A→<x, x>R), 则称R在A上是反自反的.
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实例

例1    A={1,2,3}, R1, R2, R3是A上的关系, 其中

R1＝{<1,1>,<2,2>}

R2＝{<1,1>,<2,2>,<3,3>,<1,2>}

R3＝{<1,3>}

R2自反, 

R3反自反, 

R1既不是自反也不是反自反的.
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对称性与反对称性

定义  设R为A上的关系,

(1) 若xy(x, y∈A∧<x, y>∈R→<y, x>∈R),  则称R为A上

对称的关系.

(2)  若xy(x, y∈A∧<x, y>∈R∧<y, x>∈R→x=y),  则称R

为A上的反对称关系.
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实例

例2   设A＝{1,2,3}, R1, R2, R3和R4都是A上的关系, 

其中

            R1＝{<1,1>,<2,2>}，  R2＝{<1,1>,<1,2>,<2,1>}

R3＝{<1,2>,<1,3>}，  R4＝{<1,2>,<2,1>,<1,3>}  

R1 对称、反对称.    

R2 对称，不反对称. 

R3 反对称，不对称.   

R4 不对称、也不反对称.
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传递性  

定义   设R为A上的关系, 若   

xyz(x,y,z∈A∧<x,y>∈R∧<y,z>∈R→<x, z>∈R),

则称R是A上的传递关系.
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实例

例3  设A＝{1,2,3}, R1, R2, R3是A上的关系, 其中

                R1＝{<1,1>,<2,2>}

R2＝{<1,2>,<2,3>}

R3＝{<1,3>}

R1 和 R3 是A上的传递关系.

R2不是A上的传递关系.
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关系性质的充要条件

设R为A上的关系, 则

  
(1)  R在A上自反当且仅当   IA R

(2)  R在A上反自反当且仅当  R∩IA=

(3)  R在A上对称当且仅当   R=R−1

(4)  R在A上反对称当且仅当   R∩R−1IA

(5)  R在A上传递当且仅当   RRR
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关系性质判别

自反 反自反 对称 反对称 传递

表达式 IAR R∩IA= R=R−1 R∩R−1 IA RRR

关系
矩阵

主对角
线元素
全是1

主对角线元
素全是0

矩阵是对称矩阵 若rij＝1, 且
i≠j, 则rji＝0

对M2中1所在
位置, M中相
应位置都是1

关系图 每个顶
点都有
环

每个顶点都
没有环

如果两个顶点之
间有边, 是一对
方向相反的边
(无单边)

如果两点之间
有边, 是一条
有向边(无双向
边)

如果顶点 xi 连
通到xk , 则从 

xi到 xk有边 
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实例

例8  判断下图中关系的性质, 并说明理由.

(b)反自反，不是自反的；反对称，不是对称的；是传递的.

(a)不自反也不反自反；对称, 不反对称；不传递.

(c)自反，不反自反；反对称，不是对称；不传递. 
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自反性证明

证明模式  证明R在A上自反 

    任取x, 

xA  ……………..….…….  <x, x>R

前提       推理过程        结论

例4   证明若 IA R ，则 R在A上自反. 

证     任取x, 
xA <x, x> IA <x, x>R 

因此 R 在 A 上是自反的.
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对称性证明

证明模式  证明R在A上对称 

     任取<x, y> 

<x, y>R ……………..….…  <y, x>R

前提      推理过程       结论

例5   证明若 R=R−1 , 则R在A上对称. 

证     任取<x, y> 

<x, y>R  <y, x>R −1  <x, y>R    

因此 R 在 A 上是对称的.
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反对称性证明

证明模式  证明R在A上反对称 

     任取<x, y> 

<x, y>R<y, x>R  ………..……….  x=y 

前提       推理过程   结论

例6   证明若 R∩R−1IA , 则R在A上反对称.   

证     任取<x, y>

<x, y>R <y, x>R  <x, y>R <x, y>R −1

 <x, y>R∩R −1  <x, y>IA  x=y

因此 R 在 A 上是反对称的.



传递性证明

证明模式  证明R在A上传递 

     任取<x, y>，<y, z> 

<x, y>R<y, z>R …..……….  <x, z>R    

前提     推理过程   结论

例7   证明若 RRR , 则R在A上传递.   

证     任取 <x, y>，<y, z>     

<x, y>R <y, z>R  <x, z>RR 

因此 R 在 A 上是传递的.

<x, z>R 
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第4章 二元关系与函数

❖4.1.1 关系概念

❖4.1.2 关系表示方法

❖4.1.3 关系运算

❖4.1.4 关系的性质

❖4.1.5 关系闭包

❖4.1.6 等价关系

❖4.1.7 偏序关系
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关系的闭包

❖闭包定义

❖闭包的构造方法

▪  集合表示

▪  矩阵表示

▪  图表示

❖闭包的性质 

本讲主要内容



一个例子

❖某计算机网络在波士顿、芝加哥、丹佛、底特律、纽约和圣迭戈

设有网络中心，其中部分城市有单向通话线（如图），如何确定

从一个中心到另一个中心存在相连的通话线路？ 
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闭包定义

定义  设R是非空集合A上的关系, R的自反（对称或传递）闭包是A上

的关系R, 使得R满足以下条件：

    一般将 R 的自反闭包记作 r(R), 对称闭包记作 s(R), 传递闭包记作 t(R). 

（1）R是自反的（对称的或传递的）

（2）RR

（3）对A上任何包含R的自反（对称或传递）关系 R有 RR. 
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闭包的构造方法

定理 设R为A上的关系, 则有      

(1) r(R) = R∪R0

(2) s(R) = R∪R−1

(3) t(R) = R∪R2∪R3∪…

说明：

•  对于有穷集合A (|A|=n) 上的关系, (3)中的并最多不超过Rn.  

• 若 R是自反的，则r(R)=R; 若R是对称的，则 s(R)=R;  若R是传递的，

则:t(R)=R.  



设关系R,  r(R),  s(R),  t(R)的关系矩阵分别为M, Mr, Ms 和 Mt , 则

                                   Mr = M + E    

Ms = M + M’ 

Mt = M + M2 + M3 + …

E 是和 M 同阶的单位矩阵, M’是 M 的转置矩阵. 

注意在上述等式中矩阵的元素相加时使用逻辑加.
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闭包的构造方法（续）
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闭包的构造方法（续）

设关系R, r(R), s(R), t(R)的关系图分别记为G, Gr, Gs, Gt , 则Gr, Gs, Gt 的

顶点集与G 的顶点集相等. 除了G 的边以外, 以下述方法添加新边：     

考察G的每个顶点, 如果没有环就加上一个环，最终得到Gr .

考察G的每条边, 如果有一条 xi 到 xj 的单向边, i≠j, 则在G中加一

条 xj 到 xi 的反方向边，最终得到Gs.考察G的每个顶点 xi, 找从 xi

出发的每一条路径，如果从 xi到路径中任何结点 xj没有边，就加

上这条边. 当检查完所有的顶点后就得到图Gt .



65

实例

例1  设A={a, b, c, d}, R={<a, b>,<a, c>,<b, c>,<c, d>,

<d, c>}, R和 r(R), s(R), t(R)的关系图如下图所示. 



关系的应用——关系数据库
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笛卡尔积示例
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D1=导师集合Supervisor={张清枚，刘逸}

D2=专业集合Speciality={计算机，机械}

D3=研究生集合Postgraduate={李勇，刘琛，王敏}

D1×D2×D3={

(张清枚，计算机，李勇), (张清枚，计算机，刘琛), (张清枚，计算机，王敏), 

(张清枚，机械，李勇),   (张清枚，机械，刘琛), (张清枚，机械，王敏), 

(刘逸，计算机，李勇),   (刘逸，计算机，刘琛), (刘逸，计算机，王敏),

(刘逸，机械，李勇),    (刘逸，机械，刘琛),   (刘逸，机械，王敏)}

D1×D2×D3的基数M = 2 ×2×3 = 12（共有12个元组）



笛卡尔积的表格表示
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Supervisor Speciality Postgraduate

张清枚 计算机 李勇

张清枚 计算机 刘琛

张清枚 计算机 王敏

张清枚 机械 李勇

张清枚 机械 刘琛

张清枚 机械 王敏

刘逸 计算机 李勇

刘逸 计算机 刘琛

刘逸 计算机 王敏

刘逸 机械 李勇

刘逸 机械 刘琛

刘逸 机械 王敏



关系的运算

❖传统的集合运算：

▪ 并、差、交、广义笛卡尔积

❖专门的关系运算：

▪ 选择、投影、连接、除
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例：并运算

关系R与关系S有相同的属性，并且对应属性有相同的域，则关系R和

S的并将产生一个包含R 、 S中所有不同元组的新关系，记作： R∪S
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例：并运算（续）

在实际运用中，并运算可实现插入新元组的操作。
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例：投影运算

❖投影是选择关系R中的若干属性组成新的关系，并去掉了重复元

组，是对关系的属性进行筛选，记作ΠＡ(R)。其中Ａ为关系R的

属性列表，各属性间用逗号分隔。

❖投影运算的结果往往比原有关系属性少，或改变原有关系的属性

顺序，或改变原有关系的属性名等，投影运算结果不仅消除了原

关系中的某些列，而且还要去掉重复元组。
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例：投影运算（续）
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投影运算示意图
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例：查询学生所在系及姓名
Π系名，姓名(student)

Sql查询命令：
Select系名，姓名from student



课后习题

❖1, 3, 7, 8

❖答题派如图
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