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知识回顾

❖无向图与有向图

❖握手定理

❖图的同构

❖通路与回路（3种）

❖连通性（3种）

❖割集（2类）
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1.6 矩阵表示

1.7 路径

1.8 图的着色

1.9 匹配

第五章 图的基本概念和矩阵表示
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一、 邻接矩阵

二、 可达矩阵

三、 关联矩阵

四、 连通性与矩阵关系

§6 矩阵表示
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一. 邻接矩阵

❖邻接矩阵
【定义】 D=<V,E>为有向图，顶点集V=｛v1,v2,……,vn｝,V中的结点按
下标由小到大编序,构造n阶矩阵A=(𝒂𝒊𝒋)n×n,其中：

𝒂𝒊𝒋 = ቊ
m, 若存在m条vi到vj直接相连的有向边

0, 若不存在vi到vj直接相连的有向边
(i, j=1, 2, ……, n)

则称A为有向图D的邻接矩阵, 记为A(D).
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一. 邻接矩阵

❖邻接矩阵
【定义】 G=<V,E>为无向图, 顶点集V=｛v1,v2,……,vn｝,V中的结点按下
标由小到大编序, 构造n阶矩阵A=(𝒂𝒊𝒋)n×n,其中：

𝒂𝒊𝒋 = ቊ
1, vi与vj直接相连
0, vi与vj不直相连的有向边

(i, j=1, 2, ……, n)

则称A为有向图G的邻接矩阵, 记为A(G).

邻接矩阵与结点编序有关:

同一个图形结点编序不同得到的邻接矩阵不同, 但是表示的
都是同一张图. 也就是说这些结点不同编序得到的图都是同
构的, 同时它们的邻接矩阵也是相似的.
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一. 邻接矩阵

❖邻接矩阵的性质
(1) 零图的邻接矩阵的元素全为零, 并称它为零矩阵.

(2) 图的每一结点都有自回路而再无其他边时, 则该图的邻接矩
阵是单位矩阵.

(3) 简单图的邻接矩阵主对角元素全为零.

(4) 若设简单图D的邻接矩阵A＝(aij)n×n,则它的补图ത𝑮的邻接矩阵

ത𝑨＝( ҧ𝒂ij)n×n为：

ഥ𝒂𝒊𝒋=ቊ
𝟏 − 𝒂𝒊𝒋, 𝒊 ≠ 𝒋

𝟎, 𝒊 = 𝒋
         𝒊, 𝒋 = 𝟏, 𝟐,… , 𝒏
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有向图的邻接矩阵

的回路数中长度为

的通路数中长度为
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定义 设有向图D=<V,E>, V={v1, v2, …, vn}, E={e1, e2, …, em}, 令      为顶

点vi邻接到顶点vj边的条数，称(       )mn为D的邻接矩阵, 记作A(D), 简记

为A. 
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邻接矩阵

➢ 定理：设无向图G＝<V, E>，V＝{v1,v2,…,vn}的邻接矩阵A＝(aij)n×n，则 

𝐝𝐞𝐠( 𝒗𝒊) = σ𝒌=𝟏
𝒏 𝒂𝒊𝒌 + 𝒂𝒊𝒊 = σ𝒌=𝟏

𝒏 𝒂𝒌𝒊 + 𝒂𝒊𝒊

σ𝒊=𝟏
𝒏 𝐝𝐞𝐠( 𝒗𝒊) = σ𝒊=𝟏

𝒏 (σ𝒌=𝟏
𝒏 𝒂𝒊𝒌 + 𝒂𝒊𝒊) =σ𝒊=𝟏

𝒏 σ𝒌=𝟏
𝒏 𝒂𝒊𝒌 +σ𝒊=𝟏

𝒏 𝒂𝒊𝒊

设有向图G＝<V, E>, V＝{v1,v2,…,vn}的邻接矩阵A＝(aij)n×n, 则

𝐝𝐞𝐠+( 𝒗𝒊) =σ𝒌=𝟏
𝒏 𝒂𝒊𝒌 , 𝐝𝐞𝐠−( 𝒗𝒊) =σ𝒌=𝟏

𝒏 𝒂𝒌𝒊



有向图的邻接矩阵实例
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𝐴 =

1 0 0 0
2 0 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
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一. 邻接矩阵

例：求下图G的邻接矩阵A。

解：邻接矩阵A求解如下：

A =

0 1 0 1

1 0 1 1

0 1 0 1

1 1 1 0



D中的通路及回路数

定理 设A为n阶有向图D的邻接矩阵, 则Al(l1)中元素

            为D中vi到vj长度为 l 的通路数，

            为vi到自身长度为 l 的回路数，

                       为D中长度为 l 的通路总数，

                  为D中长度为 l 的回路总数。

)( l

ija

)( l

iia


= =

n

i

n

j

l

ija
1 1

)(


=

n

i

l

iia
1

)(



13

D中的通路及回路数(续)

例 问在有向图D中

(1) 长度为1, 2, 3, 4的通路各有多少条？其中回路分别为多少条？

(2) 长度小于或等于4的通路为多少条？其中有多少条回路？ 


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推论  设Bl=A+A2+…+Al(l1), 则Bl中元素

                   为D中长度小于或等于l的通路数，

               为D中长度小于或等于l 的回路数。
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例(续)

长度 通路 回路                         
𝐴 =

1 0 0 0
2 0 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0

𝐴2 =

1 0 0 0
3 0 0 1
2 0 1 0
2 0 0 1

𝐴3 =

1 0 0 0
4 0 1 0
3 0 0 1
3 0 1 0

𝐴4 =

1 0 0 0
5 0 0 1
4 0 1 0
4 0 0 1

合计    50 8

1 8       1

2 11      3

3 14      1

4 17      3
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无向图的关联矩阵

定义 设无向图G=<V,E>, V={v1, v2, …, vn}, E={e1, e2, …, em}, 令mij

为vi与ej的关联次数，称(mij)nm为G的关联矩阵，记为M(G).

例

M(G)=

𝟏 𝟏 𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟏 𝟏 𝟎
𝟏 𝟎 𝟎 𝟏 𝟐
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
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无向图的关联矩阵

平行边的列相同

行全为为孤立点当且仅当第
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定义 设无向图G=<V,E>, V={v1, v2, …, vn}, E={e1, e2, …, em}, 令mij为

vi与ej的关联次数, 称(mij)nm为G的关联矩阵, 记为M(G).

性质   (1) 每一列恰好有两个1或一个2
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有向图的关联矩阵

定义 设无环有向图D=<V,E>, V={v1, v2, …, vn}, E={e1, e2, …, em}, 令

    

则称(mij)nm为D的关联矩阵，记为M(D)。
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有向图的关联矩阵(续)

性质

(1) 每一列恰好有一个1和一个-1

(2) 第i行1 的个数等于d+(vi), -1 的个数等于d-(vi)

(3) 1的总个数等于-1的总个数, 且都等于m

(4) 平行边对应的列相同

18

例

M(D)=
1 − 1 0 0 0

−1 0 1 − 1 1
0 0 0 0 − 1
0 1 − 1 1 0
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有向图的可达矩阵

定义  设D=<V,E>为有向图, V={v1, v2, …, vn}, 令：

     

称(pij)nn为D的可达矩阵, 记作P(D), 简记为P.

性质:

P(D)主对角线上的元素全为1.

D强连通当且仅当P(D)的元素全为1.

1,

0,

i j

ij

v v
p


= 


可达

否则
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二. 可达矩阵

从图G的邻接矩阵A可以得到可达矩阵P,即令Bn= A0+A1+A2+A3+……+An-1，

再把Bn中非零元素改为1，零元素不变，这种变换后的矩阵就是可达矩阵

P。

设G＝<V,E>为线图，A、P分别是G的邻接矩阵和可达性矩阵，则有:

𝑃 = 𝐴(0) ∨ 𝐴(1) ∨ 𝐴(2) ∨⋯∨ 𝐴(𝑛−1) =ሧ

𝑖=0

𝑛−1

𝐴(𝑖)

这里，A(i)表示i个A进行布尔乘法。
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二. 可达矩阵

例：求下图的邻接矩阵和可达性矩阵。

解：邻接矩阵A =

0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0

，可达性矩阵为A2 =

0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0

， A3 =

0 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

A4 =

0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0

， P = E V A V A2 V A3 V A4 =

1 1 0 1 1
0 1 0 1 1
1 1 1 1 1
0 1 0 1 1
0 1 0 1 1

。
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三. 可达矩阵

例：求下面多重图的邻接矩阵A和关联矩阵M。

解：A =

0 1 1 0
1 1 1 0
1 1 0 2
0 0 2 0

；  M =

1 0 1 0 0 0
1 2 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1
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三. 可达矩阵

例：求下图G的邻接矩阵A和关联矩阵M。

解：这两个矩阵与顶点和边的排列次序有关。
一种排列次序得到下面的矩阵：

A =  

0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 0 0
1 1 1 0

； M =  

1 1 1 0
1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 1
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四. 连通性与矩阵关系

❖连通性与矩阵关系：

➢ 无向线图G是连通图当且仅当它的可达性矩阵P的所有元
素都均为1;

➢ 有向线图D是强连通图当且仅当它的可达性矩阵P的所有
元素都均为1;

➢ 有向线图D是单向连通图当且仅当它的可达性矩阵P及其
转置矩阵PT经布尔运算加后所得矩阵P’＝P∨PT中除对主角
元外的其余元素均为1;

➢ 有向线图D是弱连通图当且仅当它的邻接矩阵A及其转置
矩阵AT经布尔加运算后所得矩阵B＝A∨AT作为邻接矩阵而
求出的可达性矩阵P’中所有元素均为1.
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1.6 矩阵表示

1.7 路径

1.8 图的着色

1.9 匹配

第五章 图的基本概念和矩阵表示
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一、最短路径

二、 Dijkstra算法

三、 拓扑排序和关键路径

§7 路径



27

一. 最短路径

❖给边赋权值的图来建模
⚫航线系统建模

➢ 计算从波士顿到洛杉矶之间空中距离最短的通路？
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一. 最短路径

❖基本概念
➢带权图：给每条边赋值权值为一个数的图.

➢一条路径的长度：若p:v1→v2→…vk表示带权图v1到vk的一条路径, 

p的权值为该路径经过的所有边的权值总和, 

记为w(p). 

➢最短路径：若p为从u到v的一条路径,使w(p)最小,此时的p就是最

短路径. 最短路径的权值为δ(u, v)=min{w(p)}
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一. 最短路径

最短路径可能不存在：
（1）存在负权回路（如下图）,
（2）不存在从u到v的路径,肯定也不存在最短路径.
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一. 最短路径

❖求从源点到其余各点的最短路径的算法的基本思想:

➢ 依最短路径的长度递增的次序求得各条路径

源点

v1

…
其中,从源点到顶点v1的

最短路径是所有最短路径

中长度最短者.

v2
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一. 最短路径

❖求从源点到其余各点的最短路径的算法的基本思想:

在这条路径上，必定只含一条弧，并且这条弧的权值最小。 

➢ 下一条路径长度次短的最短路径的特点：

➢ 路径长度最短的最短路径的特点：

它只可能有两种情况：或者是直接从源点到该点(只含一

条弧)； 或者是从源点经过顶点v1，再到达该顶点(由两条

弧组成)。
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一. 最短路径

❖求从源点到其余各点的最短路径的算法的基本思想:

➢ 其余最短路径的特点：

➢ 再下一条路径长度次短的最短路径的特点:

它可能有三种情况：或者是直接从源点到该点(只含一条

弧)； 或者是从源点经过顶点v1，再到达该顶点(由两条弧组

成)；或者是从源点经过顶点v2，再到达该顶点。

它或者是直接从源点到该点(只含一条弧)； 或者是从源

点经过已求得最短路径的顶点，再到达该顶点。
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二. Dijkstra算法(*)

❖Dijkstra算法

Dijkstra算法（1959）
   设G有n个顶点；边的长度ℓij≥0；
• 结点vi和vj没有边相连(不是邻接点)，则令ℓij =∞，
• 对每个结点vi ，令ℓij =0。
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二. Dijkstra算法(*)

❖Dijkstra算法
基本思想：
（1）需要指定起点v1(即从顶点v1开始计算);

（2）引进两个集合P和T.

P的作用是记录已求出最短路径的顶点(以及相应的最短路径长度),

T则是记录还未求出最短路径的顶点(以及该顶点到起点s的距离);

（3）初始时,P中只有起点s; T中是除s之外的顶点,并且T中顶点的
路径是”起点s到该顶点的路径”.然后,从T中找出路径最短的顶点,并将
其加入到P中;接着,更新T中的顶点和顶点对应的路径. 然后,再从T中
找出路径最短的顶点,并将其加入到P中;接着,更新T中的顶点和顶点
对应的路径.重复该操作,直到遍历完所有顶点.
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二. Dijkstra算法(*)

❖Dijkstra算法
算法步骤：

◼Step1:

初始化：将v1置为P标号，d(v1)=0，P={v1}，vi(i≠1)置vi 为T标号，

即T=V-P，且

                    d(vi)=W(v1, vi)     若vi adj vi

                    d(vi)=∞                else
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二. Dijkstra算法

❖Dijkstra算法
算法步骤：

◼Step2:找最小

寻找具有最小值的T标号的结点。若为v1 ，则将v1的T标号改为P标

号，且P=P∪{vl}，T=T-{vl}。
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二. Dijkstra算法(*)

❖Dijkstra算法
算法步骤：

◼Step3：修改

修改与v1相邻的结点的T标号的值.  vi T:

d(vi)=
 

d(vl)+W(vl,vi) 若d(vl)+W(vl,vi)<d(vi)

d(vi)          否则

◼Step4：重复（2）和（3），直到vn改为P标号为止。
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二. Dijkstra算法(*)

例：试求无向赋权图中v1到v6的最短路径

v2
v4

7

5

1 2

v1

v3 v5

v6

4
1

2 3

6



1(v1) ∞

∞

∞0

4(v1)

P={v1}

T={v2, v3, v4, v5, v6}

二. Dijkstra算法(*)



P={v1,v2}

T={v3,v4,v5,v6}

(v1)

∞0

3(v1,v2)

1 8(v1,v2)

6(v1,v2)

二. Dijkstra算法(*)



P={v1,v2 , v3}

T={v4,v5,v6}

(v1)

∞0

(v1,v2)

1 8(v1,v2)

4(v1,v2, v3)3

二. Dijkstra算法(*)



P={v1,v2 , v3, v5}

T={v4,v6}

(v1)

0

(v1,v2)

1 7(v1,v2 ,v3,v5)

(v1,v2, v3)3 4

10(v1,v2 ,v3,v5)

二. Dijkstra算法(*)



P={v1,v2 , v3, v5 , v4}

T={v6}

(v1)

0

(v1,v2)

1 (v1,v2 ,v3,v5)

(v1,v2, v3)3 4

9(v1,v2 ,v3,v5)

7

二. Dijkstra算法(*)



(v1)

0

(v1,v2)

P={v1,v2 , v3, v5 v4 , v6}

T={}

1 (v1,v2 ,v3,v5)

(v1,v2, v3)3 4

(v1,v2 ,v3,v5 ,v4)

7

9

二. Dijkstra算法(*)



10(v5)第1短 V1

V5

V4

V2

V3 V6

10

10

100

20

50 20

50

30

5
10

v2  v3  v4  v5  v6

step1 50 30 100 10 ∞
20(v4)第2短step2 50 30 20 ∞

30(v3)第3短step3 40 30 ∞

35(v2)第4短step4 35 50

45(v6)第5短step5 45

/V1

/V5

/V1

/V3

/V2

二. Dijkstra算法



2(v2)第1短

v2  v3  v4  v5  v6  v7

step1 2 5 3 ∞ ∞
3(v4)第2短step2 4 3 ∞

4(v3)第3短step3 84 ∞

7(v5)第4短step4 7 9

8(v6)第5短step5 8

V2

V1

2

V3 V6 V7

V4 V5

5

3
1

2
5

7

5

3

5

1
7

step6 13(v7)第6短13

∞
∞

∞

9

9

14

二. Dijkstra算法(*)
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最短路径(*)

带权图G=<V,E,w>, 其中w:E→R.  eE, w(e)称作e的权. e=(vi,vj), 

记w(e)=wij . 若vi,vj不相邻, 记wij =. 

通路L的权: L的所有边的权之和, 记作w(L). u和v之间的最短路径: 

u和v之间权最小的通路.

例 L1=v0v1v3v5, w(L1)=10,

L2=v0v1v4v5, w(L2)=12,

L3=v0v2v4v5, w(L3)=11.
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标号法 (E.W. Dijkstra, 1959) (*)

设带权图G=<V,E,w>, 其中eE, w(e)0.

设V={v1,v2,,vn}, 求v1到其余各顶点的最短路径

1.  令 l10, p1, lj+, pj,  j=2,3,,n,

P={v1}, T=V-{v1}, k1, t1.              / 表示空

2.  对所有的vjT且(vk,vj)E

令lmin{lj, lk+wkj}, 若l=lk+wkj, 则令ljl, pjvk.

3.  求li=min{lj| vjTt}. 

令PP{vi}, TT-{vi}, ki.

4.  令tt+1,  若t<n, 则转2.



Dijkstra标号法(*)

例求v0到v5的最短路径

t v0 v1 v2 v3 v4 v5

1     (0, )*    (+, )     (+, )     (+, )     (+, )     (+, )

2                      (1,v0)*      (4,v0)      (+, )     (+, )     (+, )

3                                       (3,v1)*      (8,v1)        (6,v1)      (+, )

4                                                        (8,v1)       (4,v2)*     (+, )

5                                                        (7,v4)*                     (10,v4)  

6                                                                                          (9,v3)*

v0到v5的最短路径: v0v1v2v4v3v5 ,     d(v0,v5)=9



50

二. Dijkstra算法(*)

例：用Dijkstra算法求下图(a)(b)从a到z的最短路径及其长度.

解：(a)图中a到z的最短路径长为8,路径为（a, d, i, l, z）.

        (b)图中a到z的最短路径长为4,路径为（a, b, g, z）.

(a) (b)



E.W.Dijkstra (1930~2002)
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网格模型上的最短路径 
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近似最短路径

精确最短路径



流形学习（ISOMAP） 
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三.拓扑排序和关键路径（*）

对一个工程或者系统,人们最关心的往往是两个方面的
问题：
（1）工程能否顺利进行

对AOV网进行拓扑排序
（2）估算整个工程完成所必须的最短时间

对AOE网求关键路径
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三.拓扑排序和关键路径（*）

❖AOV网（activity on vertex network）

【定义】在一个表示工程的有向图中, 用顶点表示活动, 用弧
表示活动之间的优先关系, 称这样的有向图为顶点表示活动的

网，简称AOV网

思考：AOV网中能不能出现回路？

如何判断AOV网是否有回路？

对AOV网
拓扑排序
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三.拓扑排序和关键路径（*）

❖拓扑排序

【定义】设G=(V,E)是一个有向图, V的顶点序列v0, v1,…,vn-1当
且仅当满足以下条件：

若从顶点vi到vj有一条路径, 在顶点序列中vi必须存在于vj之前,

则称此顶点序列为一个拓扑序列.

➢对一个有向图构造拓扑序列的过程称为拓扑排序.

注：拓扑排序的排序结果很可能是不唯一的.
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三.拓扑排序和关键路径（*）

❖拓扑排序的过程

过程如下：

① 每次输出一个入度为0（即没有前驱）的结点,并删除该点
与该点指出的有向边.

② 重复此过程直至全部入度为0的结点被输出,得到的结点输
出序列就是拓扑序列.

③ 如果所有入度为0的结点都被输出,但图还不为空,说明该有
向图中必存在环.
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三.拓扑排序和关键路径（*）

❖拓扑排序的过程
例：由右图可得拓扑排序过程如下：

1）入度为0的结点只有V1, 所以输出V1, 并删除边a1, a2, a3, {V1}.

2）入度为0的结点有V2, V3, V4, 可以任选一个结点输出,

比如先输出V2, 并删除边a4, {V1,V2}.

3）入度为0的结点有V3, V4, 可以任选一个结点输出,

比如先输出V3, 并删除边a5, {V1,V2,V3}.

…

9）入度为0的结点只有V9,输出V9, 全部结点被输出, 图为空, 拓扑排序完成, 最
后排序结果为{V1,V2,V3,V4,V5,V6,V7,V8,V9}.

本例题答案不唯一, 满足拓扑排序的条件即可.
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三.拓扑排序和关键路径（*）

❖AOE网（Activity On Edge Network）

【定义】AOE网是指用边表示活动的网,是一个带权的有向无
环图.

• 顶点：事件（Event）,

• 弧：活动（Activity）,

• 权值：活动持续的时间.
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三.拓扑排序和关键路径（*）

❖关键路径

由于整个工程只有一个开始点和一个完成点, 在正常的情况
（无环）下,

• 网中只有一个入度为零的点（称作源点）

• 一个出度为零的点（称作汇点）

【定义】完成工程的最短时间指的是从源点到汇点的最长路
径的长度,而这个长度最长的路径就叫做关键路径.
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三.拓扑排序和关键路径（*）

❖关键活动

【定义】假设开始点是v1, 从v1到vi的最长路径长度叫做事件vi的最
早发生时间.

• 这个时间决定了所有以vi为尾的弧所表示的活动的最早开始时间.

• 活动ai的最早开始时间通常用e(i)表示.

【定义】活动的最迟开始时间l(i) 是指在不推迟整个工程完成的前
提下, 活动ai最迟必须开始进行的时间.

【定义】我们把l(i)＝e(i)的活动叫做关键活动.
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三.拓扑排序和关键路径（*）

❖关键活动

若活动ai由弧<i, j>表示,持续时间记为dut(<i, j>),则关系如下图所示：

➢ 活动i的最早开始时间等于事件j的最早发生时间

e(i)＝ ve(i)

➢ 活动i的最迟开始时间等于事件k的最迟时间减去活动i的持续
时间

l(i)＝ vl(j) - dut(<i, j>)
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三.拓扑排序和关键路径（*）

❖关键活动

ve[j]和vl[j]可以采用下面的递推公式计算,需分两步进行：

（1）向汇点递推

• ve(源点) = 0 ;

• ve(j) = Max{ve(i) + dut(<i, j>)}

➢ 公式意义：从指向顶点Vj的弧的活动中取最晚完成的一个
活动的完成时间作为Vj的最早发生时间ve[j], 如右图所示.
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六.拓扑排序和关键路径

❖关键活动

（2）向源点递推

由上一步的递推,最后总可求出汇点的最早发生时间ve[n]. 

因汇点就是结束点, 最迟发生时间与最早发生时间相同,即
vl[n]= ve[n].从汇点最迟发生现时间vl[n]开始, 利用下面公式：

• vl(汇点) = ve(汇点);

• vl(i) = Min{vl(j) – dut(<i, j>) }

➢ 公式意义：由从Vi顶点指出的弧所代表的活动中取需最早
开始的一个开始时间作为Vi的最迟发生时间, 如下图所示.
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三.拓扑排序和关键路径（*）

例：求右图中AOE网的拓扑排序和关键路径.
解：由图可得,拓扑排序为V1-V2-V3-V4-V5-V6.

关键路径求解如下：

由上表可知,活动a2、a5、a7的最早开始时间和最迟开始时间相等（e=l）,  

所以a2、a5、a7为关键活动.故得出关键路径为：V1-V3-V4-V6.

顶点 ve vl 活动 e l l-e

v1 0 0 a1 0 1 1

v2 3 4 a2 0 0 0

v3 2 2 a3 3 4 1

v4 6 6 a4 3 4 1

v5 6 7 a5 2 2 0

v6 8 8 a6 2 5 3

a7 6 6 0

a8 6 7 1
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三.拓扑排序和关键路径（*）

例：求右图中AOE网的关键路径.
解：由图可得,关键路径求解如下：

由上表可知,活动a1、a4、a7、a8、a10、a11为关键活动,所以关键路径为
V1-V2-V5-V7-V9或者V1-V2-V5-V8-V9.

 事件 j ev[j] Lv[j] 活动 i e[i] L[i] L[i]-e[i] 

1 0 0 1 0 0 0 

2 6 6 2 0 2 2 

3 4 6 3 0 3 3 

4 5 8 4 6 6 0 

5 7 7 5 4 6 2 

6 7 10 6 5 8 3 

7 16 16 7 7 7 0 

   11 14 14 0 

   10 16 16 0 

9 18 18 9 7 10 3 

8 14 14 8 7 7 0 
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1.6 矩阵表示

1.7 路径

1.8 图的着色

1.9 匹配

第五章 图的基本概念和矩阵表示
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一、对偶图

二、四色猜想

三、平面图面着色

四、 平面图点着色

§8 图的着色



（点）着色

定义设无向图G无环, 对G的每个顶点涂一种颜色，使相邻的顶点

涂不同的颜色，称为图G的一种点着色,简称着色．若能用k种

颜色给G的顶点着色， 则称G是k-可着色的，记作：χ(G) = k

图的着色问题: 用尽可能少的颜色给图着色.
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例

例2
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例

例: 学生会下设6个委员会, 第一委员会={张, 李, 王}, 第二委员会={李, 

赵, 刘}, 第三委员会={张, 刘, 王}, 第四委员会={赵, 刘, 孙}, 第五委员
会={张, 王}, 第六委员会={李, 刘, 王}. 每个月每个委员会都要开一次
会, 为了确保每个人都能参加他所在的委员会会议, 这6个会议至少
要安排在几个不同时间段?

71

v6

v5

v4

v3

v2

v1 1

2

3

4

1

2

至少要4个时段
第1时段:一,四
第2时段:二,五
第3时段:三
第4时段:六



应用

❖有n项工作, 每项工作需要一天的时间完成。有些工作由于需要相同

的人员或设备不能同时进行, 问至少需要几天才能完成所有的工作? 

❖计算机有k个寄存器, 现正在编译一个程序, 要给每一个变量分配一个

寄存器。如果两个变量要在同一时刻使用, 则不能把它们分配给同一

个寄存器。如何给变量分配寄存器? 

❖无线交换设备的波长分配。有n台设备和k个发射波长, 要给每一台设

备分配一个波长。如果两台设备靠得太近, 则不能给它们分配相同的

波长, 以防止干扰。如何分配波长?

72
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1.6 矩阵表示

1.7 路径

1.8 图的着色

1.9 匹配

第五章 图的基本概念和矩阵表示
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一、二部图

二、匹配与最大匹配

三、 霍尔定理

§9 匹配



引例 

❖每学年评奖学金，把一等奖（1项），二等奖（2项），三等奖（3

项）颁给某班同学，如何描述奖学金与同学之间的关系？

❖运动会颁奖，如何描述名次与运动员之间的关系？ 
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二部图 

定义：设无向图  G=<V,E>, 若能将V 划分成V1 和  V2 (V1V2=V,

V1V2=), 使得G中的每条边的两个端点都一个属于V1, 另一个属

于V2, 则称G为二部图, 记为<V1,V2,E>, 称V1和V2为互补顶点子集.

又若G是简单图, 且V1中每个顶点都与V2中每个顶点相邻, 则称G为

完全二部图, 记为Kr,s, 其中r=|V1|, s=|V2|.

注意: n 阶零图为二部图. 
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二部图(续) 

例 下述各图是否是二部图? 

定理 无向图G=<V,E>是二部图当且仅当G中无奇圈 

不是
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二部图(续) 

非二部图

非二部图
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匹配（单射） 

设G=<V,E>,

匹配(边独立集): 任2条边均不相邻的边子集

极大匹配: 添加任一条边后都不再是匹配的匹配

最大匹配: 边数最多的匹配

匹配数: 最大匹配中的边数, 记为1

例  

极大匹配 最大匹配  1=3
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匹配 (续)

设M为G中一个匹配

vi与vj被M匹配: (vi,vj)M

v为M饱和点: M中有边与v关联

v为M非饱和点: M中没有边与v关联

M为完美匹配: G的每个顶点都是M饱和点 

例 关于M1, a,b,e,d是饱和点

    f,c是非饱和点

    M1不是完美匹配

    M2是完美匹配
M1 M2
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二部图中的匹配 

定义 设G=<V1,V2,E>为二部图, |V1||V2|, M是G中最大匹配, 若V1中顶

点全是M饱和点, 则称M为G中V1到V2的完备匹配. 当|V1|=|V2|时,

完备匹配变成完美匹配。

例

完备,不完美 不完备 完美
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Hall（霍尔） 定理 

定理(Hall定理) 设二部图G=<V1,V2,E>中，|V1||V2|. G中存在从V1到V2的完备匹配当

且仅当V1中任意k个顶点至少与V2中的k个顶点相邻(k=1,2,…,|V1|).

⎯相异性条件

由Hall定理, 上一页第2个图没有完备匹配. 

定理 设二部图G=<V1,V2,E>中, 如果存在t1, 使得V1中每个顶点至少关联 t 条边, 而

V2中每个顶点至多关联t条边，则G中存在V1到V2的完备匹配.

⎯t 条件

证 V1中任意k个顶点至少关联kt条边, 这kt条边至少关联V2中的k个顶点, 即V1中任意

k个顶点至少邻接V2中的k个顶点. 由Hall定理, G中存在V1到V2的完备匹配.
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应用实例（一）

例 某课题组要从a, b, c, d, e 5人中派3人分别到上海、广州、香港去开会. 已知a

只想去上海，b只想去广州，c, d, e都表示想去广州或香港. 问该课题组在满足

个人要求的条件下，共有几种派遣方案？ 

解  令G=<V1,V2,E>, 其中V1={s, g, x}, V2={a, b, c, d, e},

E={(u,v) | uV1, vV2, v想去u},

其中s, g, x分别表示上海、广州和香港.

G 满足相异性条件，红边是一个完
备匹配, 对应的派遣方案:

a−上海, b−广州, d−香港
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应用实例（一）

例 某中学有3个课外活动小组:数学组, 计算机组和生物组. 有赵,钱,

孙,李,周5名学生, 问分别在下述3种情况下, 能否选出3人各任一

个组的组长?

(1) 赵, 钱为数学组成员, 赵,孙,李为计算机组成员, 孙,李,周为生

物组成员.

(2) 赵为数学组成员, 钱,孙,李为计算机组成员, 钱,孙,李,周为生

物组成员.

(3) 赵为数学组和计算机组成员, 钱,孙,李,周为生物组成员.
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应用实例（二）续

解

一个完备匹配对应一个方案

(1), (2)存在完备匹配, 且有多种方案, 

(3)不满足相异性条件, 不存在完备匹配。

(1)

数 计 生

赵 钱 孙 李 周

(2)

数 计 生

赵 钱 孙 李 周

(3)

数 计 生

赵 钱 孙 李 周



图像/网格匹配 
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全景图拼接 

三维模型重建

图像配准



受限玻尔兹曼机RBM
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